
第九章 

第 1节 

1．（1）
4
3

=S .（2）发散.（3）
4
1

=S .（4）
2
1

=S .（5）发散.（6）
20
93=S . 

（7） 12 +−=S . 提示： 1212 +−+−+= nnSn . 

（8） . 提示：设1=S ∑
=

−
=

n

k
kn

kS
1 3

12
，则 ∑

=
−

−
=

n

k
kn

kS
1

13
123 ∑

−

=

+
=

1

0 3
12n

k
k

k
，再两式相减. 

（9） 2cos21
cos1

qq
qS

+−
−

=
θ
θ . 提示：由∑

∞

= −
=

0 1
1

n
i

inn

qe
eq θ

θ ，利用 Euler公式 

θθθ sincos iei += ，对上式两边取实部. 

2．（1） .（2）),2()0,( +∞−∞ ∪ )0,(−∞ .（3） ( ]1,1− . 

4．∑
∞

=
=

1 6
1

n
nx . 提示：

3
1

2
2

1
1

+
+

+
−

+
=

nnn
xn . 

5．(1) 3

3
4

nn aS = , 其中
)1(

1
+

=
nn

an .  (2) 
3
4

1
=∑

∞

=n n

n

a
S

. 

第 2节 

1．（1）
2
1lim =

∞→
nn

x ，
5

cos
2
1lim π

−=
∞→

n
n

x .（2） +∞=
∞→

nn
xlim ， 0lim =

∞→
n

n
x . 

（3） −∞=
∞→

nn
xlim ， −∞=

∞→
n

n
xlim .（4）

2
31lim +=

∞→
nn

x ，
2
31lim −=

∞→
n

n
x . 

（5） 5lim =
∞→

nn
x ， 5lim −=

∞→
n

n
x . 

第 3节 
1．（1）收敛.（2）发散.（3）发散.（4）收敛.（5）收敛.（6）收敛. 
（7）发散.（8）发散.（9）收敛.（10）收敛.（11）收敛.（12）收敛. 
（13）发散.（14）收敛.（15）收敛.（16）收敛.（17）收敛. 

3．(1) a
x
x

n
n

n
n

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+∞→
1lim

1
, 所以当 时, 级数收敛，当1>a 10 << a 时, 级数发散；

当 ，1=a
1

1
+

=
n

xn ，级数发散. 
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(2) 13ln1lim
1

>=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+∞→ n

n
n x

x
n , 级数收敛. 

(3) 12ln1lim
1

<=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+∞→ n

n
n x

x
n , 级数发散. 

4．(1) 收敛. (2) 发散. (3) 收敛. 

8．提示： ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤ pnp

n

n
x

n
x

2
1

2
1

；反例：
nn

xn 2ln
1

= . 

9．(1) . (2) 提示: )1(fAS −= )1()()(')('0 −−=<≤ nfnffnf ξ . 

10．提示: 
1

1
2 +
=+ + n

aa nn . 

11．提示: 证明数列{ 单调增加, 于是存在}1+nnx 0>α , 使得 α≥+1nnx . 

12．提示: 设 , 令∑
∞

=
=

1k
kn xS 11 Sy = , ),4,3,2(1 "=−= − nSSy nnn . 

13．提示: 利用不等式
nnnn

nn

n

n

SSSS
SS

S
x 11

11

1
2 −=

−
≤

−−

− . 

14. 提示: 注意 Fibonacci 数列的性质 11 −+ += nnn aaa  与 2
2

15lim 1 <
+

=+

∞→ n

n
n a

a   

(见例 2.4.4). 由 D’Alembert 判别法可知级数收敛. 设 ∑
∞

=
=

1 2n
n
na

S , 则 ∑
∞

=

+=
0

1

2
2

n
n

na
S , 

两式相加得到 ∑
∞

=

++=
1

2
1 2

3
n

n
na

aS 214 aaS −−= .  

第 4节 
1．（1）发散.（2）条件收敛.（3）当 0≠x 时条件收敛; 当 0=x 时绝对收敛. 
（4）发散.（5）条件收敛.（6）条件收敛. 

（7）当 )
6

,
6

( ππππ +−∈ kkx 时绝对收敛; 当
6
ππ ±= kx 时条件收敛; 其他情况下

发散. 

（8）当
2
πkx = 时绝对收敛; 设

2
πkx ≠ , 当  绝对收敛, 当 时发散. 1>p 1≤p

（9）当 2<x 时绝对收敛, 当 2≥x 时发散.（10）条件收敛. 

（11）当 1<x 时绝对收敛;  
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当 时,   ; 1=x
⎩
⎨
⎧ >=>

其他情况

或 1,11 qpp
发散

绝对收敛

当 时,   ; 1−=x
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
>=<<≤=

>=>

其他情况

或或

或

0,0101,1
1,11

qppqp
qpp

发散

条件收敛

绝对收敛

当 1>x 时发散. 

（12）当 时绝对收敛; 当1>a 10 ≤< a 时条件收敛. 

3. 提示: 当 ∞→n 时, 0
2 1

22

→+++<
+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ nnnn xxxxn " . 

5. 不一定收敛. 反例: ∑
∞

=1n
ny

n
x

n

n

1)1( +−
= , 

nn
y

n

n
1)1( 1

+
−

=
+

. 

6. 不一定收敛. 反例: ∑
∞

=

+−
1

1)1(
n

n
n x

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=
=

121

21

2 kn
k

kn
kxn . 

7. 收敛; 提示: 0lim >=
∞→

αnn
x . 

8. 提示: ∑
∞

=1n

n

n
x
α )1(

1 00
∑
∞

=
−

⋅=
n

n

nn
x

ααα , 利用 Abel判别法. 

9. 提示: 令 , 则1, == nnn bxa kBk = , 利用 Abel变换得到 

                   . ∑ ∑
=

−

=
+ −−=

n

k

n

k
kknk xxknxx

1

1

1
1 )(

10. 提示 : 由于 收敛 ,∑
∞

=1n
ny :N,,,0 +∈∀>∀∃>∀ pNnNε ε<∑

+

+=

pn

nk
ky

1
. 由于

绝对收敛 , 所以收敛 ,于是可知∑
∞

=
+ −

2
1 )(

n
nn xx { }nx 有界 . 设 Axx

n
nn =−∑

∞

=
+

2
1 , 

Bxn ≤ , 令 knnnk yyyB +++ +++= "21 , 利用 Abel变换得到 

ε)()(
1

1
1

BABxxBxyx
pn

nk
kkkpp

pn

nk
kk +<−−= ∑∑

+

+=
+

+

+=
. 

11. 提示: 首先有 ,0)0( =f 0)0(' =f , 于是 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
f 1

～ 2
1

2
)0("

n
f

⋅ . 
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12．提示： 反证法. 令 nn x
n

y )11( += , 若 收敛, 则由 Abel判别法,  ∑
∞

=1n
ny =∑

∞

=1n
nx

∑
∞

= +1 1n
ny

n
n

收敛. 

13. 提示: 由 01lim
1

>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+∞→ n

n
n x

x
n , 可知数列{ }nx 当 充分大时是单调减少的; 同

时存在

n

0>> αβ , 当 充分大时 , 成立n αβ )11(1
1 nnx

x

n

n +>+>
+

, 这说明数列

{ }nxnα 当n充分大时也是单调减少的, 于是 , 从而数列Axn n ≤
α { }nx 趋于零. 

14. 2ln
2
3

. 提示:  设 1 +=nb
2
1

+
3
1

+ ⋯ + 
n
1
- ln n, 

nnn
cn 2

1
2

1
1

1
++

+
+

+
= " , 

∑
∞

=

+−

1

1)1(
n

n

n
的更序级数 1 +

3
1
-

2
1

 +
5
1

 +
7
1
-

4
1

 +
9
1

 +
11
1
-

6
1

+ ⋯ 的部分和数列为 ,

则有

{ }nS

2ln2
2
1

43 +−−= nnnn cbbS . 再利用 γ=
∞→

nn
blim 与 2lnlim =

∞→
nn

c . 

 
 
 

第 5节 
1．（1）收敛.（2）发散.（3）收敛.（4）收敛.（5）当 时收敛，当 时发

散.（6）收敛.（7）当

1>x 1≤x

2<x 时收敛，当 2≥x 时发散.（8）收敛.（9）收敛. 

（10）当 时收敛，当1)2,min( >qp 1)2,min( ≤qp 时发散. 

2. (1)
2
1 ;  提示：∏

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

n

k k2
2

11
n

n 1
2
1 +
⋅= .   

(2)
3
1 ;  提示：∏

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
n

k kk2 )1(
21

n
n 2

3
1 +
⋅= .  

(3)
3
2 ;  提示：∏

= +
−n

k k
k

2
3

3

1
1

)1(
1

3
2 2

−
++

⋅=
nn

nn . 

3. 提示： 设 nnx α−= 1cos , 则 2

2
10 nn x<< α . 

4. 提示： 设 nna απ
+=+ 1)

4
tan( , 则 2lim =

∞→ n

n

n a
α

. 
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5．提示：利用 发散到 的充分必要条件是 发散到∏
∞

=1n
np 0 ∑

∞

=1
ln

n
np ∞− .  

6. 提示： ∏
=

+
n

k

kq
2

1

)1(
∏

∏

=

=

−

−
= n

k

k

n

k

k

q

q

2

1

2

1

2

)1(

)1(

∏ ∏

∏

= =

−

=

−⋅−

−
= n

k

n

k

kk

n

k

k

qq

q

1 1

122

2

1

2

)1()1(

)1(

∏

∏

=

−

+=

−

−
= n

k

k

n

nk

k

q

q

1

12

2

1

2

)1(

)1(
.  
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