
习   题 2.1 

 

1.  (1) 证明 6不是有理数； 

    (2) 3 + 2 是不是有理数? 

2. 求下列数集的最大数、最小数，或证明它们不存在： 

    ； A x x= ≥{ | }0

    
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ <<=

3
20|sin πxxB ； 

    
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<∈= + mnnm
m
nC 并且N, 。 

3. A B, 是两个有界集，证明： 
    (1) 是有界集； A B∪

    (2) 也是有界集。 S x y x A y B= + ∈ ∈{ | , }

4. 设数集 S 有上界，则数集T x x S= − ∈{ | }有下界，且supS = - inf 。 T

5. 证明有界数集的上、下确界唯一。 

6. 对任何非空数集 S ，必有 sup S ≥ inf 。当 supS S = 时，数集inf S S 有什么特点? 

7. 证明有下界的数集必有下确界。 

8. 设 S }3|{ 2 <∈= xxx 并且Q ，证明： 

    (1) S 没有最大数与最小数； 
(2) S 在 内没有上确界与下确界。 Q
 

习   题  2.2 
 

1. 按定义证明下列数列是无穷小量： 
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⑺ 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
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2. 按定义证明下述极限： 

⑴ lim
n→∞

2 1
3 2

2
3

2

2

n
n

−
+

= ；  ⑵ lim
n→∞

n n
n

2

1
+

= ； 

⑶ lim
n→∞

( )n n n2 1
2

+ − = ；  ⑷ lim
n→∞

3 2nn + = 1； 

⑸ lim
n→∞

xn =1,其中
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−

+
=

− ，

，

是奇数

是偶数

n

n
n

nn
x

n
n

,101

,
。 

3. 举例说明下列关于无穷小量的定义是不正确的： 

    (1) 对任意给定的 ，存在ε > 0 N ，使当n N> 时成立 xn < ε； 

    (2) 对任意给定的 ，存在无穷多个 ,使｜ ｜＜ε。 ε > 0 xn xn

4. 设 k是一正整数，证明： lim
n→∞

xn = a的充分必要条件是 lim
n→∞

xn k+ = a。 

5. 设 = ，证明：lim
n→∞

x n2 lim
n→∞

x n2 1+ = a lim
n→∞

xn = a。 

6. 设 ，且 ,证明：xn ≥ 0 lim
n→∞

xn = a ≥ 0 lim
n→∞

xn = a 。 

7. { }是无穷小量，{ }是有界数列，证明{ }也是无穷小量。 xn yn xn yn

8. 利用夹逼法计算极限： 

   (1) lim
n→∞

n

n

1

1
3
1

2
11 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++ " ； 

   (2) lim
n→∞

⎜
⎝

⎛
+ 1
1

n
 + 

1
2n +

 + ⋯ + ⎟⎟
⎠

⎞
+ nn
1

 ； 

   (3) lim
n→∞ ∑

+

=

2

2

)1( 1n

nk k
； 

   (4) lim
n→∞

1 3 5 2 1
2 4 6 2
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
"
"

( )
( )
n

n
。 (提示：应用不等式2 2 1 2k k k> − +( )( )1  )。 

 9. 求下列数列的极限： 

 ⑴ lim
n→∞

3 4
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2

2

n n
n
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+

1
;  ⑵ lim

n→∞

n n n
n n
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⑶ lim
n→∞

3
3 1

3

1 3

n

n

n
n
+

+ ++ ( )
;  ⑷

lim
n→∞

( ) sin
nn 2 1 1
2

+ −
π

n ; 

⑸ lim
n→∞

n n n( + −1 ) ;  ⑹ lim
n→∞

n n n( )24 1 1+ − + ; 

⑺ lim
n→∞

1
n

n
!

;  ⑻ lim
n→∞

⎟
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n
；

⑼ lim
n→∞

n nn ln ;  ⑽ lim
n→∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
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2 " 。 

10. 证明：若 （ ），且0>na ",2,1=n 1lim
1

>=
+

∞→
l

a
a

n

n

n
，则 0lim =

∞→ nn
a 。 

11．证明：若 （ ），且0>na ",2,1=n a
a

a

n

n

n
=+

∞→

1lim ，则 aan
nn
=

∞→
lim 。 

12. 设 (lim
n→∞

a a an1 2+ + +" )存在，证明： 

   (1) lim
n→∞

1
21 2n

a a nan( )+ + +" = 0； 

   (2) lim
n→∞

( ! )n a a an
n⋅ 1 2

1

"  = 0  ( , i = 1,2,⋯,n)。 ai > 0

   (提示：设a a ，则 )。 a Sn1 2+ + + =" n

b

ka nS Sk
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n k
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−

∑ ∑= −
1 1

1

13. 已知 ， ，证明： lim
n→∞

an = a lim
n→∞

bn =

lim
n→∞

a b a b a b
n

abn n n1 2 1 1+ + +
=− "

。 

14. 设数列{ }满足an lim
n→∞

a a a
n

n1 2+ + +"
= a  −∞( ＜ ＜a )∞+ 。证明： 

lim
n→∞

a
n

n = 0。 

 
习   题  2.3 

 
1. 按定义证明下述数列为无穷大量： 

   (1) 
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   (3) { }；             (4) nn tanarc−
⎭
⎬
⎫
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1
1
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2. (1) 设 lim
n→∞

an = +∞ (或 ),按定义证明： −∞

lim
n→∞

a a a
n

n1 2+ + +"
= +∞ (或−∞ ); 

   (2) 设 ＞0， = 0 ，利用（1）证明：  an lim
n→∞

an

lim
n→∞

( )a a an
n

1 2

1

"  = 0。 

3. 证明： 

(1) 设{ }是无穷大量，｜ ｜xn yn ≥ >δ 0，则{ }是无穷大量； xn yn

   (2) 设{ }是无穷大量，xn lim
n→∞

yn = b≠0，则{ }与xn yn
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

n

y
x
都是无穷大量。 

4. (1) 利用 Stolz定理，证明： 

lim
n→∞

1 3 5 2 1 4
3

2 2 2 2

3

+ + + + +
=

" ( )n
n

； 

   (2) 求极限 lim
n→∞ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+++++
3
4)12(531

3

2222

n
nn "

。 

5. 利用 Stolz定理，证明： 

    (1) lim
n→∞

loga n
n

 = 0  ( )； a > 1

    (2) lim
n→∞

n
a

k

n  = 0  ( ，a > 1 k是正整数)。 

6.  (1) 在 Stolz定理中，若 lim
n→∞

x x
y y

n n

n n

−
−

−

−

1

1
= ∞，能否得出 lim

n→∞

x
y

n

n
= ∞的结论?(考虑例子：

, )； x nn
n= −( )1 y nn =

    (2) 在 Stolz定理中，若 lim
n→∞

x x
y y

n n

n n

−
−

−

−

1

1
不存在，能否得出 lim

n→∞

x
y

n

n
不存在的结论? 

        (考虑例子： , )。 x nn
n= − + − + + − −1 2 3 4 1 1" ( ) y nn =

2

7. 设 0＜ ＜1， ，证明 λ lim
n→∞

an = a
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lim
n→∞

( )a a a an n n
n+ + + +− −λ λ λ1

2
2 0" =

−
a

1 λ
。 

8. 设 ,当 时有极限。{ }为单调递增的正数数列，且  

( n ）。证明： 

A an k
k

n

=
=
∑

1
n → ∞ pn pn → +∞

→ ∞

lim
n→∞

p a p a p a
p

n n

n

1 1 2 2 0
+ + +

=
"

 。 

    (提示：先作代换 ，再应用 Stolz定理。) ak = − −A Ak k 1

 
习   题 2.4 

1． 利用 lim
n→∞

e
n

n

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

11 求下列数列的极限： 

⑴ lim
n→∞

n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

11 ;  ⑵ lim
n→∞

n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

1
11 ; 

⑶ lim
n→∞

n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
11 ;  ⑷ lim

n→∞

n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 2

11 ; 

(5) lim
n→∞

n

nn
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ 2

111 。   
 

2. 利用单调有界数列必定收敛的性质，证明下述数列收敛，并求出极限： 

   (1)  = x1 2 ,  = xn+1 2 + xn , n = 1 2 3, , ,"； 

   (2)  = x1 2 ,  = xn+1 2xn , n = 1 2 3, , ,"； 

   (3)  = x1 2 ,  = xn+1

−
+

1
2 xn

, n = 1 2 3, , ,"； 

   (4)  = 1,   =x1 xn+1 4 3+ xn , n = 1 2 3, , ,"； 

   (5) 0＜ ＜1,  = 1 x1 xn+1 nx−− 1 , n = 1 2 3, , ,"； 

   (6) 0＜ ＜1,  = x (2 ),x1 xn+1 n nx− n = 1 2 3, , ,"。 

3. 利用递推公式与单调有界数列的性质，证明： 

   (1) lim
n→∞

2
3

3
5

4
7

1
2 1

0⋅ ⋅ ⋅ ⋅
+
+

="
n
n

； 
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   (2) lim
n→∞

a
n

n

!
= 0   ( a＞1)； 

   (3) lim
n→∞

n
nn

!
= 0。 

4. 设 =xn+1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

n
n x

x 2
2
1

, ，分  = 1与n = 1 2 3, , ," x1 21 −=x 两种情况求 。 lim
n→∞

xn

5. 设  = ,  = ,x1 a x2 b x
x x

n
n n

+
+=
+

2
1

2
（n = 1 2 3, , ,"），求 。 lim

n→∞
xn

6. 给定 0＜ ＜b，令  = ,  = b。 a x1 a y1

   (1) 若 = xn+1 x yn n ，  =yn+1

x yn n+
2

（n = 1 2 3, , ,"）， 

       证明｛ ｝，｛ ｝收敛，且  = 。这个公共极限称为 与 的算术

几何平均； 

xn yn lim
n→∞

xn lim
n→∞

yn a b

   (2) 若  = xn+1

x yn n+
2

,  = yn+1

2x y
x y

n n

n n+
（n = 1 2 3, , ,"），证明｛ ｝,{ }收敛，且

= 。这个公共极限称为a与b的算术调和平均。 

xn yn

lim
n→∞

xn lim
n→∞

yn

7. 设  = x1 2 ,  = xn+1

1
2 + xn

（n = 1 2 3, , ,"），证明数列｛ ｝收敛，并求极限 。 xn lim
n→∞

xn

8. 设｛ ｝是一单调数列，证明  = a的充分必要条件是：存在｛ ｝的子列{ }

满足 。 

xn lim
n→∞

xn xn xnk

lim
k→∞

xnk
= a

9. 若有界数列｛ ｝不收敛，则必存在两个子列{ }与{ }收敛于不同的极限，即

 = ，  = b， ≠ 。 

xn )1(
kn

x )2(
kn

x

lim
k→∞

)1(
kn

x a lim
k→∞

)2(
kn

x a b

10. 若数列{ }无界，但非无穷大量，则必存在两个子列{ }与{ }，其中｛ ｝是

无穷大量，｛ ｝是收敛子列。 

xn )1(
kn

x )2(
kn

x )1(
kn

x

)2(
kn

x

11. 设 S 是非空有上界的数集， sup S  = a ∈ S 。证明在数集 S 中可取出严格单调增加的

数列{ }，使得 。 xn lim
n→∞

xn = a

12. 设{( a ,b )}是一列开区间，满足条件： n n

(1)  ＜a ＜⋯＜ ＜⋯＜b ＜⋯＜b ＜b ， a1 2 an n 2 1
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       (2) (lim
n→∞

bn na− )=0。 

    证明存在唯一的实数 属于所有的开区间( ,b )，且ξ an n ξ = = 。 lim
n→∞

an lim
n→∞

bn

13. 利用 Cauchy收敛原理证明下述数列收敛： 

    (1)  = a a  (｜ ｜＜1，｜ ｜≤xn q a q a qn
n

0 1 2
2+ + + +" q ak M )； 

    (2)  = xn 1
1
2

1
3

1
11− + − + − +" ( ) n

n
。 

14. (1) 设数列{ }满足条件 |xn lim
n→∞

xn+1 nx− | = 0，问{ }是否一定是基本数列。 xn

    (2) 设数列{ }满足条件｜xn xn+1 nx− ｜＜
1

2n （n = 1 2 3, , ,"）。证明{ }是基本数列。 xn

15. 对于数列｛ ｝构造数集 ： xn Ak

Ak  = { ｜n≥xn k }={ , ,⋯}。 xk xk+1

    记 diam {｜ ｜，Ak = sup −nx xm xn ∈ Ak , xm ∈ Ak }，证明数列{ }收敛的充分必要

条件是 

xn

lim
k→∞

diam  = 0。 Ak

16. 利用 Cauchy收敛原理证明：单调有界数列必定收敛。(提示：采用反证法)。 
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