
习   题   12.1 
1． 求下列函数的偏导数： 
（1） ；      （2） ； 6245 6 yyxxz +−= )ln( 222 yxxz +=

（3）
y
xxyz += ；           （4） ； )(cos)sin( 2 xyxyz +=

（5） ；   （6）)sin(cose yxyz x += ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xz

2

tan ；  

（7）
x
y

y
xz cossin ⋅= ；    （8） ；     yxyz )1( +=

（9） ；    （10）)lnln( yxz +=
xy
yxz

−
+

=
1

arctan ；  

（11） ；    （12）)( 222

e zyxxu ++= z
y

xu =      

 (13)
222

1
zyx

u
++

= ；       （14） ；  
zyxu =

（15） （ 为常数）；  （16） 且为常数。 ∑
=

=
n

i
ii xau

1
ia jiij

n

ji
jiij aayxau == ∑

=

,
1,

2． 设 22),( yxyxyxf +−+= ，求 及 。 )4,3(xf )4,3(yf

3． 设
2

e y
x

z = ，验证 02 =
∂
∂

+
∂
∂

y
zy

x
zx 。 

4． 曲线
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+
=

4

,
4

22

y

yxz
在点 处的切线与 轴的正向所夹的角度是多少？ )5,4,2( x

5． 求下列函数在指定点的全微分： 
  （1） ，在点 ； 223),( xyyxyxf −= )2,1(
  （2） ，在点 ； )1ln(),( 22 yxyxf ++= )4,2(

  （3） 2

sin),(
y

xyxf = ，在点 和)1,0( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 2,

4
π

。 

6． 求下列函数的全微分： 
   （1） ；      （2） ； xyz = xyxyz e=

   （3）
yx
yxz

−
+

= ；        （4）
22 yx

yz
+

= ； 

   （5） 222 zyxu ++= ；      （6） 。 )ln( 222 zyxu ++=

7． 求函数 在点 处的沿从点 到点yxz 2e= )0,1(P )0,1(P )1,2( −Q 方向的方向导数。 

8． 设 ，求它在点 处的沿方向
22 yxyxz +−= )1,1( )sin,(cos αα=v 的方向导数，并指

出： 
      （1）沿哪个方向的方向导数最大？ 
      （2）沿哪个方向的方向导数最小？ 
      （3）沿哪个方向的方向导数为零？ 

9．如果可微函数 在点 处的从点 到点 方向的方向导数为 2，从点
到点 方向的方向导数为-2。求 

),( yxf )2,1( )2,1( )2,2(
)2,1( )1,1(
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（1）这个函数在点 处的梯度； )2,1(
（2）点 处的从点 到点 方向的方向导数。 )2,1( )2,1( )6,4(

10. 求下列函数的梯度： 

（1） ；   （2）)sin(22 xyyxz += ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= 2

2

2

2

1
b
y

a
xz ； 

     （3） ，在点 。 zyxyzxyzyxu 5264332 222 −−+++++= )1,1,1(
11.  对于函数 ，在第Ι象限（包括边界）的每一点，指出函数值增加最快

的方向。 
xyyxf =),(

  12． 验证函数 
3),( xyyxf =   

在原点 连续且可偏导，但除方向 和)0,0( ie ie− （ 2,1=i ）外，在原点的沿其它

方向的方向导数都不存在。 
13. 验证函数 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

≠+
+=

0,0

,0,
),(

22

22

22

yx

yx
yx

xy
yxf  

  在原点 连续且可偏导，但它在该点不可微。 )0,0(
14. 验证函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+

+
=

0,0

,0,1sin)(
),(

22

22
22

22

yx

yx
yx

yx
yxf  

  的偏导函数 在原点 不连续，但它在该点可微。 ),(),,( yxfyxf yx )0,0(
15. 证明函数 

    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+=

0,0

,0,2
),(

22

22
42

2

yx

yx
yx

xy
yxf  

  在原点 处沿各个方向的方向导数都存在，但它在该点不连续，因而不可微。 )0,0(
16．计算下列函数的高阶导数： 

  （1）
x
yz arctan= ，求 2

22

2

2

,,
y
z

yx
z

x
z

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

； 

  （2） )cos()sin( yxyyxxz +++= ，求 2

22

2

2

,,
y
z

yx
z

x
z

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

； 

  （3） ，求xyxz e= 2

3

2

3

,
yx
z

yx
z

∂∂
∂

∂∂
∂

； 

  （4） ，求)ln( czbyaxu ++= 22

4

4

4

,
yx
z

x
u

∂∂
∂

∂
∂

； 

  （5） ，求
qp byaxz )()( −−= qp

qp

yx
z

∂∂
∂ +

； 

  （6） ，求
zyxxyzu ++= e rqp

rqp

zyx
u
∂∂∂

∂ ++

。 

17．计算下列函数的高阶微分： 
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  （1） ，求 ； )ln(xyxz = z2d
  （2） ，求 ； )(sin 2 byaxz += z3d
  （3） ，求 ；； )(e 222 zyxu zyx ++= ++ u3d
  （4） ，求 。 yz x sine= zkd

18．函数 满足 ),( yxfz =

xy
y

x
z

−
+−=

∂
∂

1
1sin ，及 。 3sin2),0( yyyf +=

 求 的表达式。 ),( yxf
19．验证： 

  （1） 满足热传导方程)sin(e
2

nyz xkn−= 2

2

y
zk

x
z

∂
∂

=
∂
∂

； 

  （2）
y
xzu arctan= 满足 Laplace方程 02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
u

y
u

x
u

； 

20．设 t
r

ttrf 4

2

e),(
−

= α
，确定α使得 满足方程 f

     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

r
fr

rrt
f 2

2

1
。 

21．求下列向量值函数在指定点的导数： 

  （1） ，在
T),sin,cos()( cxxbxax =f

4
π

=x 点； 

  （2） ，在
T23 )tan,cot3(),,( zyxzexzyx y ++=f ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
,2,1 π

点； 

  （3） ，在
T),sin,cos(),( vvuvuvu =g ),1( π 点。 

22．设 为向量值函数。 33: RR →f
      （1）如果坐标分量函数 zzyxfyzyxfxzyxf === ),,(,),,(,),,( 321 ，证明 的

  导数是单位阵； 
f

     （2）写出坐标分量函数的一般形式，使 的导数是单位阵； f
（3）如果已知 的导数是对角阵 ，那么坐标分量函数应该 f ))(),(),(diag( zryqxp
具有什么样的形式？ 

 
 

习    题  12.2 
 
1．利用链式规则求偏导数： 

（1） ty
t

xyxtz ==−+= ,1),23tan( 22 ，求
t
z

d
d
； 

（2） ，求
32 ,sin, tytxez yx === −

2

2

d
d

t
z
； 

（3）
1

)(
2 +
−

=
a

zyew
ax

， ，xay sin= xz cos= ，求
x
w

d
d
； 

（4） yxv
y
xuvuz 23,,ln2 −=== ，求

y
z

x
z

∂
∂

∂
∂ , ； 
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（5） ， ，求
222 zyxeu ++= xyz sin2=

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂ , ； 

（6） ， ， ， ，求)sin()( 222 zyxzyxw ++++= stex = tey = tsez +=
t
w

s
w

∂
∂

∂
∂ , ； 

（7） ，)cos(22 yxyxz +++= vux += ， vy arcsin= ，求
uv
z

u
z

∂∂
∂

∂
∂ 2

, ； 

以下假设 具有二阶连续偏导数。 f

（8） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xxyfu , ，求 2

22

,,,
y
u

yx
u

y
u

x
u

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

； 

（9） ，求)( 222 zyxfu ++=
yx
u

x
u

z
u

y
u

x
u

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ 2

2

2

,,,, ； 

（10） ，),,( zyxfw = vux += ， vuy −= ， uvz = ，求
vu

w
v
w

u
w

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂ 2

,, 。 

2．设 具有连续偏导数，且 ， ，求 。 ),( yxf 1),( 2 =xxf xxxf x =),( 2 ),( 2xxf y

3．设 具有连续偏导数，且),( yxf 1)1,1( =f ， 2)1,1( =xf ， 。如果3)1,1( =yf
)),(,()( xxfxfx =ϕ ，求 )1(ϕ ′ 。 

4．设
)( 22 yxf

yz
−

= ，其中 具有连续导数，且)(tf 0)( ≠tf ，求
y
z

yx
z

x ∂
∂

+
∂
∂ 11

。 

5．设
y
xz arctan= ， vux += ， vuy −= ，验证 

22 vu
vu

v
z

u
z

+
−

=
∂
∂

+
∂
∂

。 

6．设ϕ 和ψ 具有二阶连续导数，验证 

（1） 满足)( 22 yxyu −= ϕ u
y
x

y
ux

x
uy =

∂
∂

+
∂
∂

； 

（2） )()( atxatxu ++−= ψϕ 满足波动方程 2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂

。 

7．设 具有二阶连续偏导数，写出),( yxfz = 2

2

2

2

y
z

x
z

∂
∂

+
∂
∂

在坐标变换 

⎩
⎨
⎧

=
−=

xyv
yxu

2
,22

 

下的表达式。 

8．设 ，求∫ −=
xy t dteyxf

0

2

),( 2

22

2

2

2
y

f
x
y

yx
f

x
f

y
x

∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

。 

9．如果函数 满足：对于任意的实数 及),( yxf t yx, ，成立 

),(),( yxfttytxf n= ， 
那么 称为 次齐次函数。 f n
（1） 证明 次齐次函数 满足方程 n f

nf
y
fy

x
fx =

∂
∂

+
∂
∂

； 
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（2） 利用上述性质，对于 22 yxz += 求出
y
zy

x
zx

∂
∂

+
∂
∂

。 

10．设 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xg

y
xxyfz , ，其中 具有二阶连续偏导数，f g具有二阶连续导数，求

yx
z
∂∂

∂ 2

。 

11．设向量值函数 ：f 2R → 3R 的坐标分量函数为 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
+=

.
,
,

22

22

uvz
vuy
vux

 

向量值函数 g： 2R → 2R 的坐标分量函数为 

⎩
⎨
⎧

=
=

.sin
,cos

θ
θ

rv
ru

 

求复合函数 的导数。 gf

12．设 ， ，),,( vuxfw = ),( zygu = ),( yxhv = ，求
z
w

y
w

x
w

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,, 。 

13．设 ，vuz = 22ln yxu += ，
x
yv arctan= ，求 。 dz

14．设 x
y

eyxz
arctan22 )(

−
+= ，求 和dz

yx
z
∂∂

∂ 2

。 

15．求下列函数的全微分： 
（1） ； )( 222 czbyaxfu ++=
（2） ),( xyyxfu += ； 

（3） ( )zyxezyxfu +++++= ),1ln( 222
。 

16．设 具有任意阶连续导数，而)(tf )( czbyaxfu ++= 。对任意正整数 ，求 。 k ukd
17. 设函数 在全平面上有定义，具有连续的偏导数，且满足方程 ),( yxfz =

0),(),( =+ yxyfyxxf yx , 

证明：  为常数。 ),( yxf
18．设 元函数 在n f nR 上具有连续偏导数，证明对于任意的 =x ),,,( 21 nxxx ， 

),,,( 21 nyyy=y nR∈ ，成立下述 Hadamard公式： 

∑∫
=

−+
∂
∂

−=−
n

i i
ii dtt

x
fxyff

1

1
0

))(()()()( xyxxy 。 

 
习   题  12.3 

 
1． 对函数 yxyxf cossin),( = 应用中值定理证明：存在 )1,0(∈θ ，使得 

6
sin

3
sin

66
cos

3
cos

34
3 πθπθππθπθπ

−= 。 

2． 写出函数 在点 的 Taylor展开式。 986223),( 2233 +−−−−+= yxxyyxyxyxf )2,1(
3． 求函数 )1ln(sin),( yxyxf += 在 点的 Taylor展开式（展开到三阶导数为止）。 )0,0(
4． 求函数 在 点的 阶 Taylor展开式，并写出余项。 yxyxf += e),( )0,0( n

5． 设 0,cos),( >= x
x

yyxf . 
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（1） 求 在 点的 Taylor展开式（展开到二阶导数），并计算余项 。 ),( yxf )0,1( 2R
（2） 求 在 点的 阶 Taylor展开式，并证明在 点的某个领域内，余

项 满足当 时， 。 
),( yxf )0,1( k )0,1(

kR ∞→k 0→kR
6． 利用 Taylor公式近似计算 （展开到二阶导数）。 03.296.8
7．设 在),( yxf 2R 上可微。 与 是1l 2l

2R 上两个线性无关的单位向量（方向）。若 

0),( ≡
∂
∂ yx
l
f

i

， 2,1=i ， 

证明：在
2R 上 常数。 ≡),( yxf

8．设
x
yyxf sin),( = （ ），证明： 0≠x

0),( ≡⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂ yxf

y
y

x
x

k

， 。 1≥k

 
习   题   12.4 

 

1．求下列方程所确定的隐函数的导数或偏导数： 

（1） ，求0sin 2 =−+ xyey x

x
y

d
d
； 

（2） ，求
xy yx =

x
y

d
d
； 

（3）
x
yyx arctanln 22 =+ ，求

x
y

d
d
； 

（4） 0arctan =−
+

a
y

a
yx

，求
x
y

d
d
和 2

2

d
d

x
y
； 

（5）
y
x

z
x ln= ，求

x
z
∂
∂
和

y
z
∂
∂
； 

（6） ，求0=− xyze z

x
z
∂
∂
，

y
z
∂
∂
， 2

2

x
z

∂
∂
和

yx
z
∂∂

∂ 2

； 

（7） ，求
33 3 axyzz =−

x
z
∂
∂
，

y
z
∂
∂
， 2

2

x
z

∂
∂
和

yx
z
∂∂

∂ 2

； 

（8） ，求0),,( =+++ xzzyyxf
x
z
∂
∂
和

y
z
∂
∂
； 

（9） ，求),( yzxzfz −=
x
z
∂
∂
，

y
z
∂
∂
和 2

2

x
z

∂
∂
； 

（10） ，求0),,( =+++ zyxyxxf
x
z
∂
∂
，

y
z
∂
∂
， 2

2

x
z

∂
∂
和

yx
z
∂∂

∂ 2

。 

2．设 确定 为 的隐函数，验证 )tan( yxy += y x

8

24

3

3 )583(2
d
d

y
yy

x
y ++

−= 。 

3．设φ是可微函数，证明由 0),( =−− bzcyazcxφ 所确定的隐函数 ),( yxfz = 满足方程 

c
y
zb

x
za =

∂
∂

+
∂
∂

。 
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4．设方程 确定隐函数0),( 11 =++ −− zxyzyxφ ),( yxfz = ，证明它满足方程 

xyz
y
zy

x
zx −=

∂
∂

+
∂
∂

。 

5．求下列方程组所确定的隐函数的导数或偏导数： 

（1）  求
⎩
⎨
⎧

=++
=−−

,432
,0

2222

22

azyx
yxz

x
y

d
d
，

x
z

d
d
， 2

2

d
d

x
y
和 2

2

d
d

x
z
； 

（2）   求
⎩
⎨
⎧

=+
=+

,1
,0

xvyu
yvxu

x
u
∂
∂
，

y
u
∂
∂
， 2

2

x
u

∂
∂
和

yx
u
∂∂

∂ 2

； 

（3）  求
⎩
⎨
⎧

−=
+=

),,(
),,(

2 yvxugv
yvuxfu

x
u
∂
∂
和

x
v
∂
∂
； 

（4）  求

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
+=

,
,
,

22vuz
vuy
vux

x
z
∂
∂
和

y
z
∂
∂
； 

（5）  求

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
=
=

,
,sin
,cos

22 vuz
vey
vex

u

u

x
z
∂
∂
和

y
z
∂
∂
。 

6．求微分 

（1） 022 =−++ xyzzyx ，求 ； zd

（2）

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=+

,
sin
sin

,

v
u

y
x

vuyx
 求 与 。 ud vd

7． 设 是由方程组
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
),(

yzz
yxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=−−

0,

,0),(

y
zxyG

zyxyF
所确定的向量值隐函数，其中二元函数

和G分别具有连续的偏导数，求F
dy
dx
和

dy
dz
。 

8． 设 具有二阶连续偏导数。在极坐标 变换下，求 ),( yxf
⎩
⎨
⎧

=
=

θ
θ

sin
,cos

ry
rx

2

2

2

2

y
f

x
f

∂
∂

+
∂
∂

 

关于极坐标的表达式。 

9． 设二元函数 具有二阶连续偏导数。证明：通过适当线性变换 f

⎩
⎨
⎧

+=
+=

,
,

yxv
yxu

µ
λ
 

 可以将方程 

02 2

22

2

2

=
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

y
fC

yx
fB

x
fA  （ ）. 02 <− BAC

 化简为 

0
2

=
∂∂

∂
vu
f

。 
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 并说明此时 µλ , 为一元二次方程 的两个相异实根。 02 2 =++ CtBtA

10. 通过自变量变换  变换方程 
⎩
⎨
⎧

=
=

η

ξ

e
,e

y
x

02 2

2
2

2

2

2
2 =

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

y
zcy

yx
zbxy

x
zax ， 为常数。 cba ,,

11．通过自变量变换
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
−=

yxv
yxu

2
,2
  变换方程 

0,
2
1

2

2

2

2

>
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂ y

y
z

y
zy

x
z

。 

12．导出新的因变量关于新的自变量的偏导数所满足的方程： 

（1）用

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=

yx
v

yxu
11

,22

 及 )(ln yxzw +−= 变换方程 

zxy
y
zx

x
zy )( −=

∂
∂

−
∂
∂

； 

（2）用 及
⎩
⎨
⎧

+=
=

yxv
xu ,

zyxw ++= 变换方程 

012 2

22

2

2

=
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

∂∂
∂

−
∂
∂

y
z

x
y

yx
z

x
z

； 

（3）用

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=

x
yv

yxu ,
及

x
zw = 变换方程 

02 2

22

2

2

=
∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

y
z

yx
z

x
z

。 

13．设 ，而 t是由方程),( txfy = 0),,( =tyxF 所确定的 yx, 的隐函数，其中 和 都具

有连续偏导数。证明 

f F

t
F

y
F

t
f

x
F

t
f

t
F

x
f

dx
dy

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

= 。 

14. 设二元函数 具有连续偏导数，证明：存在一对一的连续的向量值函

数 ，使得 

RR →2:),( yxf
2:)( RRG →t

≡Gf 常数。 

 
习    题  12.5 

 
1．求下列曲线在指定点处的切线与法平面方程： 

（1）
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=

=

.
1

,2

x
xz

xy
 在 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1,1,1 点； 
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（2）

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

−=
−=

.
2

sin4

,cos1
,sin

tz

ty
ttx

 在
2
π

=t 对应的点； 

（3）  在
⎩
⎨
⎧

=++
=++

.6
,0

222 zyx
zyx

)1,2,1( − 点； 

（4）  在
⎩
⎨
⎧

=+
=+

.
,

222

222

Rzx
Ryx

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
2

,
2

,
2

RRR
点。 

2．在曲线 上求一点，使曲线在这一点的切线与平面 平 32 ,, tztytx === 102 =++ zyx
行。 

3．求曲线 在tzttytx 22 cos,cossin,sin ===
2
π

=t 所对应的点处的切线的方向余弦。 

4．求下列曲面在指定点的切平面与法线方程： 
（1） ，在点 ； 34 32 yxz += )35,1,2(

（2） 4ee =+ z
y

z
x

，在点 ； )1,2ln,2(ln
（3） ，在点

3322 ,, vuzvuyvux +=+=+= 1,0 == vu 所对应的点。 
5．在马鞍面 xyz = 上求一点，使得这一点的法线与平面 093 =+++ zyx 垂直，并写出此

法线的方程。 
6．求椭球面 的平行于平面49832 222 =++ zyx 753 =++ zyx 的切平面。 

7．求圆柱面 与马鞍面
222 ayx =+ xybz = 的交角。 

8．已知曲面 ，求经过点0322 =−− zyx )1,0,0( −A 且与直线
212
zyx

== 平行的切平面的方

程。 
9．设椭球面 上点 处指向外侧的法向量为 ，求函数632 222 =++ zyx )1,1,1(P n

z
yx

u
22 86 +

= 在点P处沿方向 的方向导数。 n

10．证明曲面 )0( >=++ aazyx 上任一点的切平面在各坐标轴上的截距之和等 
于 。 a

11．证明：曲线 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

t

t

t

az
tay
tax

e
,sine
,cose
 

 与锥面 的各母线相交的角度相同。 222 zyx =+
12．证明曲面 0),( =−− czaybzaxf 上的切平面都与某一定直线平行，其中函数 连续 f

可微，且常数 不同时为零。 cba ,,

13．证明曲面 )0( ≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= x

x
yxfz 在任一点处的切平面都通过原点，其中函数 连续可微。 f

14．证明曲面 0,, =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
x
y

z
x

y
zF 的所有切平面都过某一定点，其中函数 具有连续偏导数。 F

15．设 具有连续偏导数，且 。进一步，设 为正整数，),,( zyxF 0222 ≠++ zyx FFF k
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),,( zyxF 为 k次齐次函数，即对于任意的实数 和 ，成立 t ),,( zyx
),,(),,( zyxFttztytxF k= 。 

证明：曲面 上所有点的切平面相交于一定点。 0),,(F =zyx
（提示：利用恒等式 ),,(),,(),,(),,( zyxkFzyxzFzyxyFzyxxF zyx =++ ） 

 
习    题  12.6 

 
1． 讨论下列函数的极值： 
（1） ； 61222),( 2244 +−−+= yxyxyxf
（2） ； 2244 2),( yxyxyxyxf −−−+=
（3） ； 222),,( zyxzyxf −+=
（4） ； ))((),( 42 xyxyyxf −−=

（5）
y

b
x

axyyxf
33

),( ++= ，其中常数 ；  0,0 >> ba

（6）
zy

z
x
yxzyxf 2),,( +++=  （ ）。 0,, >zyx

2．设 ，证明函数 的最小值为 。 xzxyzyxzyxf 2223),,( 222 +−++= f 0
3．证明函数 有无穷多个极大值点，但无极小值点。 yy yxyxf ecos)e1(),( −+=
4．求函数 )sin(sinsin),( yxyxyxf +−+= 在闭区域 

}2,0,0|),{( π≤+≥≥= yxyxyxD  
 上的最大值与最小值。 
5．在 上用怎样的直线]1,0[ bax +=ξ 来代替曲线 ，才能使它在平方误差的积分 2xy =

∫ −=
1

0

2)(),( dxybaJ ξ  

为极小意义下的最佳近似。 
6．在半径为R的圆上，求内接三角形的面积最大者。 
7．要做一圆柱形帐幕，并给它加一个圆锥形的顶。问：在体积为定值时，圆柱的半径 R，
高H ，及圆锥的高 满足什么关系时，所用的布料最省？ h

8．求由方程 所确定的隐函数122 22 =++ yxyx )(xyy = 的极值。 

9．求由方程 所确定的隐函数08822 222 =+−+++ zyzzyx ),( yxzz = 的极值。 
10．在 平面上求一点，使它到三直线Oxy 0=x ， 0=y ，和 0162 =−+ yx 的距离的平方

和最小。 
11．证明：圆的所有外切三角形中，以正三角形的面积为最小。 
12．证明：圆的所有内接 边形中，以正n边形的面积为最大。 n
13．证明：当 +∞<<<< yx 0,10 时，成立不等式 

1e)1( −<− xyx y
。 

14．某养殖场饲养两种鱼，若甲种鱼放养 （万尾），乙种鱼放养x y（万尾），收获时两种鱼
的收获量分别为 

xyx )3( βα −−  和 yyx )24( αβ −−  （ 0>> βα ）。 
求使产鱼总量最大的放养数。 
 

计 算 实 习 题 

（在教师的指导下，编制程序在电子计算机上实际计算） 
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1．某种机器零件的加工需经两道工序， 表示零件在第一道工序中出现的疵点数（疵点指

气泡、砂眼、裂痕等），

x
y表示在第二道工序中出现的疵点数。某日测得 8个零件的 与x

y如下： 
x  0 1 3 6 8 5 4 2 
y  1 2 2 4 4 3 3 2 

画出这些数据的散点图，找出它们之间关系的经验公式 baxy += ，并画出拟合曲线。 
2．某品种大豆的脂肪含量 与蛋白质含量 的测定结果如下表所示： (%)x (%)y

x   16．5 17．5 18．5 19．5 20．5 21．5 22．5 23．5 24．5 
y  43．5 42．6 41．8 40．6 40．3 38．7 37．2 36．0 34．0 

 画出这些数据的散点图，找出它们之间关系的经验公式，并画出拟合曲线。 
3．某种产品加工前的含水率（%）与加工后含水率（%）的测试结果如下表： 

测试编号 i  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
加工前的 
含水率  ix 16.7 18.2 18.0 17.9 17.4 16.6 17.2 17.7 15.7 17.1

加工后的 
含水率  iy 17.5 18.7 18.6 18.5 18.2 17.5 18.0 18.2 16.9 17.8

试确定加工后的含水率 y与加工前含水率 的关系。 x
4．盛钢水的钢包，在使用过程中由于钢水对耐火材料的浸蚀，容积会不断增大。在生产过
程中，积累了使用次数与钢包容积增大之间的以下 16组数据。画出这些数据的散点图，
找出使用次数 与钢包容积增大 之间的关系，并画出拟合曲线。 x y

x  2 3 4 5 6 7 8 9 
y  6.42 8.20 9.58 9.50 9.70 10.00 9.93 9.99 
x  10 11 12 13 14 15 16 17 
y  10.50 10.59 10.60 10.63 10.60 10.90 10.76 10.80 

   （提示：假设 。） cbxaxy ++= 2

5．在研究化学反应速度时，得到下列数据。找出实验开始后的时间 t与反应物的量 之间

的关系，并画出拟合曲线。 
m

t  3 6 9 12 15 18 21 24 
m  57.6 41.5 31.2 22.9 15.4 12.1 8.9 6.4 

   （提示： 与 的关系为 。） m btam e=t
 
 

习    题  12.7 
 
1．求下列函数的条件极值： 
（1） ，约束条件为xyyxf =),( 1=+ yx ； 

（2） zyxzyxf 22),,( +−= ，约束条件为 ； 1222 =++ zyx

（3） 2

2

2

2

2

2

),,(
c
z

b
y

a
xzyxf ++= ，约束条件为 其中 ， 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

,0
,1222

CzByAx
zyx

0>>> cba

  。 1222 =++ CBA
2．在周长为 的一切三角形中，找出面积最大的三角形。 p2
3．要做一个容积为 1立方米的有盖铝圆桶，什么样的尺寸才能使用料最省？ 
4．抛物面 被平面

22 yxz += 1=++ zyx 截成一椭圆，求原点到这个椭圆的最长距离与最

短距离。 
5．求椭圆 的内接等腰三角形，其底边平行于椭圆的长轴，而使面积最大。 123 22 =+ yx
6．求空间一点 到平面),,( cba 0=+++ DCzByAx 的距离。 
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7．求平面 0=++ CzByAx 与柱面 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

相交所成的椭圆的面积（ 都不为

零； 为正数）。 

CBA ,,

ba,

8．求 )(
2
1 44 yxz += 在条件 ayx =+ 下的最小值，其中 ， ，a为常数。并证

明不等式 

0≥x 0≥y

444

22
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≥
+ yxyx

。 

9．当 时，求函数 0,0,0 >>> zyx
zyxzyxf ln3ln2ln),,( ++=  

在球面 上的最大值。并由此证明：当 为正实数时，成立不等

式 

2222 6Rzyx =++ cba ,,

32cab ≤

6

6
108 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ cba

。 

10．（1）求函数 在约束条件 下的

极大值，其中 均为正常数； 

cba zyxzyxf =),,( )0,0,0( >>> zyx 1=++ kkk zyx
cbak ,,,

（2）利用（1）的结果证明：对于任何正数 ，成立不等式 wvu ,,
cba

c
w

b
v

a
u

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

≤

cba

cba
wvu ++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
++

。 

11．求 之值，使得椭圆ba, 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

包含圆 ，且面积最小。 1)1( 22 =+− yx

12．设三角形 的三个顶点分别在三条光滑曲线ABC 0),( =yxf ， 及  
上。证明：若三角形 的面积取极大值，则各曲线分别在三个顶点处的法线必

通过三角形 的垂心。 

0),( =yxg ),( yxh
0= ABC

ABC
13．设 为 个已知正数。求 元函数 naaa ,,, 21 n n

∑
=

=
n

k
kkn xaxxxf

1
21 ),,,(  

 在约束条件 

1
1

2 ≤∑
=

n

k
kx  

下的最大值与最小值。 

14．求二次型 在 维单位球面)(
1,

jiij

n

ji
jiij aaxxa =∑

=

n
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=∈ ∑
=

1),,,(
1

2
21

n

k
k

n
n xxxx R 上

的最大值与最小值。 
15．设生产某种产品必须投入两种要素， 和 分别为两要素的投入量， 为产出量。若

生产函数为 ，其中

1x 2x Q
βα

212 xxQ = βα , 为正的常数，且 1=+ βα 。假定两种要素的价格

分别为 和 ，试问：当产出量为 12时，两种要素各投入多少可以使得投入总费用最
小。 

1p 2p
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