
教案 
函数项级数的一致收敛性 

           复旦大学数学系    陈纪修  金路 
1． 教学内容 
通过讨论关于函数项级数（函数序列）的无限求和运算（极限运算）是否能

与极限运算，求导运算或积分运算交换次序的问题，提出函数项级数（函数

序列）的一致收敛概念与一致收敛的两个充分必要条件。 
2． 指导思想 
（1）数学分析与初等函数的根本区别在于引入了极限运算（微分与积分的实质

也是极限运算），极限运算应用到求和运算上就是级数的概念。由于有限求

和运算可以与极限运算，求导运算或积分运算交换次序，所以讨论级数与

极限运算，求导运算或积分运算的交换次序问题就成为级数理论的一个基

本问题。 
（2）函数项级数的一致收敛性是数学分析课程教学中的一个难点，也是学生最

难掌握的内容之一。以往的教材往往直接引进函数项级数的一致收敛概念，

然后再讲解一致收敛的函数项级数可以与极限运算，求导运算或积分运算

交换次序，学生往往只能死记硬背概念，不能真正理解它的实质意义，过

后很快容易忘记。我们则在教学中反其道而行之，先讨论一系列具体的函

数项级数例子，指出在点态收敛的情况下，函数项级数不一定可以与极限

运算，求导运算或积分运算交换次序，从而理解为了保证运算的交换，有

必要引进更强的收敛概念，然后再讲解函数项级数的一致收敛概念。 
（3）在数学分析课程中，一致收敛概念不仅出现于函数项级数部分，还出现于

含参变量积分部分（它保证了积分运算与其他运算的可交换性），可以说，

一致收敛性是数学分析，乃至整个分析学中最重要的概念之一，是学好如

泛函分析，偏微分方程等后继课程的必备基础。因此在函数项级数部分第

一次出现一致收敛概念时，必须将问题的背景，引人一致收敛概念的意义

讲清楚，使学生从本质上理解它，做到终身不忘。 
3． 教学安排 
（1）函数项级数与函数序列收敛性的等价性： 

给定函数项级数∑ （收敛域为集合D），设它的部分和函数序列为S
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是给定的{Sn(x)}，而它的收敛性与 {Sn(x)}的收敛性是相同的。 

    由于上述函数项级数∑ 与函数序列{S
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同的，在研究函数项级数的性质时，可以先讨论函数序列的性质，而所得到的结

论对相应的函数项级数也是自然成立的。 
 （2） 函数项级数(或函数序列)的基本问题： 
    如果函数un (x)(或Sn(x))具有某种分析性质(例如连续性，可导性或Riemann 
可积性)，那末其和函数(或极限函数)是否也保持同样的分析性质?具体地说，对
于有限个连续，可导或可积函数之和，和函数仍然连续，可导或可积，并且和函

数的极限，导数或积分，可以通过每个函数求极限，导数或积分后再求和来得到。

但是若将这有限个函数之和换成函数项级数，是否仍然可以如上面所述的那样对

和函数进行求极限，求导数或求积分的运算? 

    (a)设un (x)(或Sn(x))在D连续，  = S(x) (或 S∑
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对于部分和函数序列而言，就是两种极限运算能交换序列： 
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下面例题说明上述两等式在点态收敛的情况下不一定成立。 
     例 1  设Sn(x) = xn

 ，则{Sn(x)}在区间(-1，1]收敛，极限函数为 

                    S(x) = S
∞→n

lim n(x) =               . 
⎩
⎨
⎧

=
<<−
.1,1

,11,0
x

x

虽然对一切n，Sn(x)在(-1，1]连续(也是可导的)，但极限函数S(x)在x = 1不连续 (当
然更谈不上x = 1可导)。 

（b）设un (x)(或Sn(x)在D可导， = S(x)(或 S∑
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函数(或极限函数)S(x)也在D可导，且导函数
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求导，再求和(或求极限)得到。这一性质对于函数项级数而言，就是求导运算与
无限求和运算能够交换次序： 
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对于部分和函数序列而言，就是求导运算与极限运算交换次序 
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    例 1说明在点态收敛情况下，和函数(或极限函数)可能不可导，下面例题将
说明，即使和函数(或极限函数)可导，上述两等式也不一定成立。 

    例 2  设Sn(x) = 
n
nxsin
，则{Sn(x)}在(-∞，＋∞)收敛，极限函数为S(x) = 0。

虽然极限函数S(x)处处可导，且导函数S'(x) = 0，但导函数序列{S'(x)}，S'(x) = 

n cos nx，并不收敛于S'(x) (例如当x = 0，S'n(0) = n→0)。 

    （c）设un (x)(或Sn(x))在闭区间 [a，b] ⊂ D 上Riemann 可积，∑  = 
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得到。这一性质对函数项级数而言，就是求积分运算与无限求和运算可以交换次
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对于部分和函数序列而言，就是求积分运算与极限运算能够交换次序： 
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    下面例题将说明在点态收敛情况下，和函数(或极限函数)可能 Riemann 不可
积，且即使 Riemann 可积，上述两等式也不一定成立。 
    例 3  设 
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当x是无理数时，对一切n，Sn(x) = 0，因此S(x) = S
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p∈N，q∈Z时，对于n≥p，Sn(x) = 1，因此S(x) = S
∞→n

lim n(x) = 1。于是{Sn(x)}的极

限函数S(x)就是我们所熟知的Dirichlet函数。显然，Sn(x)在任何有限区间上都是
Riemann 可积的，但极限函数S(x)却Riemann 不可积。 
    例 4  设Sn(x) = nx(1 - x2)n，则{Sn(x)}在区间[0，1]上收敛于极限函数S(x) = 0。
显然对任意n，Sn(x)与S(x)都在[0，1]上Riemann 可积，但是 
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    上述例子说明了“点态收敛”不可能对所提出的函数项级数的基本问题给以
肯定的回答，为此我们需要引进一种比“点态收敛”要求更强的收敛概念。 
   （3） 函数项级数(或函数序列)的一致收敛性 
    所谓“函数序列{Sn(x)}在集合D上(点态)收敛于S(x)”是指：对于任意x0∈D ，
数列{Sn(x)}收敛于S(x0)，用“ε－N”语言来表示的话，就是：对任意给定的ε
＞0，可以找到自然数N = N (x0,ε)，当n＞N时，成立： 
                        │Sn(x0) - S(x0)│＜ε， 
其中N(x0,ε)不仅与ε有关，而且与x0∈D有关。一般来说，N(x0,ε)随着x0的变化

而变化，这反映了Sn(x)在集合D 的不同点上收敛于S(x)的速度不同。现在的问题
是：能否找到与x0无关，而仅与D有关的N = N(ε)，使得当n＞N时， 
                         │Sn(x) - S(x)│＜ε 
对一切x∈D成立?如果这样的N(ε)能够找到，则反映了{Sn(x)}不仅在D上点态收
敛于S(x)，而且收敛速度在D上具有某种整体一致性。这种收敛，我们称之为一
致收敛。 
    定义 设{Sn(x)}，x∈D，是一函数序列，若对任意给定的ε＞0，存在仅与D
有关的自然数N(ε)，当n＞N(ε)时， 
                         │Sn(x) - S(x)│＜ε 

对一切x∈D成立，则称{Sn(x)}在D上一致收敛于S(x)，记为Sn(x)  S(x)。 
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 符号表述：∑ 在 D上一致收敛于 S(x) ⇔ ∀ε＞0，∃ N， ∀n＞N，∀x∈D ： 
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    一致收敛性的几何描述：对任意给定的ε＞0，存在N＝N(ε)，当n＞N(ε)
时，函数y = Sn(x)，x∈D，的图象都落在带状区域 
                   {(x，y)│x∈D，S(x) -ε ＜ y ＜ S(x) +ε＝ 
之中（图象演示）。 

    例 5  设Sn = 221 xn
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所以对任意的ε＞0，只要取 N =［
ε2

1
］，当 n＞N时， 

│Sn(x) - S(x)│≤ 
n2

1  ＜ε 

对一切x∈(-∞，+∞)成立，因此{Sn(x)}在(-∞，+∞)上一致收敛于S(x) = 0。 

从几何上看，对任意给定的ε＞0，只要取N＝［
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1
］，当n＞N时，函数y = 

Sn(x)，x∈(-∞，+∞)，的图象都落在带状区域{(x，y)││y│＜ε}中，这正是一
致收敛的几何描述。 
    例 6  设Sn(x) = xn

 (见例 10.1.2)，我们考察{Sn(x)}在区间［0，1)上的一致收
敛性。对任意给定的 0 ＜ε＜ 1，要使 

│Sn(x) - S(x)│ =  xn ＜ε， 
必需 
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因此N = N(x,ε)至少须取［
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找到对一切x∈[0，1]都适用的N = N(ε)，换言之，{Sn(x)}在［0，1］上不是一致
收敛的（图像演示）。 
     从几何上看，对每个n，函数 y = xn的取值范围(即值域)都是［0，1)，因此
它们的图象不可能落在带状区域{(x，y)│x∈[0，1]，0＜y＜ε＝中。 

注  如果我们将上例中考察的区间［0，1)缩小为［0，ρ］，其中 0＜ρ＜1 是
任意的，则由 
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 对一切x∈[0，ρ]成立。换言之，{Sn(x)}在［0，ρ］(ρ＜1＝上是一致收敛的。 
    从图示可以看出，随着 n 的增大，函数y = xn 在区间［0，ρ］上的图象越
来越接近 x 轴，从而全部落在带状区域{(x，y)│0≥x≥ρ，0≤y≤ε}中。 
    （5）关于一致收敛的两个充分必要条件 
    定理 1  设函数序列{Sn(x)}在集合D上点态收敛于S(x)，定义 
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则{Sn(x)}在D上一致收敛于S(x)的充分必要条件是： 
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lim  d (Sn，S) = 0。 

    证   设{Sn(x)}在D上一致收敛于S(x)，则对任意给定的ε＞0，存在N＝
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此式表明 
                            │Sn(x) - S(x)│＜ε 
对一切x∈D成立，所以{Sn(x)}在D上一致收敛于S(x)。 

证毕 

    对于例 5中的Sn(x) = 221 xn
x
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     对于例 6中的Sn(x) = xn
 ，x∈[0，1)，由于 
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所以{Sn(x)}在［0，1］上不是一致收敛的。 

     例 7  设Sn(x) = 221 xn
nx

+
，则{Sn(x)}在(0，+∞)上收敛于S(x) = 0，由于                   

│Sn(x) - S(x)│ =  221 xn
nx

+
 ≤ 

2
1
， 

等号成立当且权当 x =
n
1
，可知 

d (Sn，S) = 
2
1  ─/→  0  (n→∞)， 

因此{Sn(x)}在(0，+∞)上不是一致收敛的（图像演示）。 



 从几何上看(图 4)，对每个n，函数y = 221 xn
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它们的图象不可能落在带状区域{(x，y)│0＜x＜ +∞，│y│＜ε＜
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1 }中。事实

上，{Sn(x)}在任意包含x = 0或以x = 0为端点的区间上都不是一致收敛的。 
     注  若考虑上例中{Sn(x)}在区间［ρ，A］(0＜ρ＜A＜ +∞ �) 上的一致收
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这说明 {Sn(x)}在［ρ，A］上是一致收敛于S(x) = 0，也就是说，{Sn(x)} 在包含
于(0，+∞)内的任意闭区间上是一致收敛的，我们称{Sn(x)}在(0，+∞)内闭一致
收敛。 
    回忆例 6，对Sn(x) = xn ，{Sn(x)}在［0，1)上不一致收敛，但在任意的［0，
ρ］⊂［0，1］上一致收敛，因此称{Sn(x)}(Sn(x) = xn

 )在［0，1)内闭一致收敛。
显然，在区间D上一致收敛的函数序列一定在D内闭一致收敛，但反过来却不一
定成立。 
     例 8 设Sn(x) = (1 - x)xn

 ，则{Sn(x)}在［0，1］上收敛于S(x) = 0。由 
│Sn(x) - S(x)│ = (1 - x) xn

 ， 
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这就说明{Sn(x)}在［0，1］一致收敛于S(x) = 0.  
     定理 2  设函数序列{Sn(x)}在集合D 上点态收敛于S(x)，则{Sn(x)}在D 上
一致收敛于S(x)的充分必要条件是：对任意数列{xn }，xn∈D，成立 
                            (S

∞→n
lim n(xn ) - S(xn )) = 0. 

     证  设{Sn(x)}在D上一致收敛于S(x)，则 



d (Sn，S) = │S
D∈x

sup n(x) - S(x)│→0     (n→∞). 

于是对任意数列{xn }，xn ∈D，成立 
│Sn(xn ) - S(xn )│≤ d (Sn，S) → 0    (n→∞). 

     关于充分性，我们采用反证法，也就是证明：若{Sn(x)}在D上不一致收敛
于S(x)，则一定能找到数列{xn }，xn ∈D，使得Sn(xn ) - S(xn )  ─/→ 0(n→∞)。 
     我们已经知道，命题“{xn }在D上一致收敛于S(x)”可以表述为 
           ∀ε＞0，∃ N， ∀n＞N，∀x∈D ：│Sn(x) - S(x)│＜ε. 
于是它的否定命题“{Sn(x)}在D上不一致收敛于S(x)”可以表述为： 

∃ ＞0，∀ N＞0，∃ n＞N，∃ x∈D ：│S0ε n(x) - S(x)│≥  0ε

于是下述步骤可以依次进行： 
      取 N1＝1， ∃n1＞1， ∃ ∈D ：│ ( ) - S( )│≥ ， 

1nx
1nS

1nx
1nx 0ε

      取 N2＝n1，  ∃n2＞n1，  ∃ ∈D ：│ ( ) - S( )│≥ ， 
2nx

2nS
2nx

2nx 0ε

             ……              
      取 Nk＝Nk -1， ∃Nk＞Nk -1，∃ ∈D ：│ ( ) - S( )│≥ ， 

knx
knS

knx
knx 0ε

             ……   
    对于m∈N+ \{n1，n2，...nk，...}，可以任取xm∈D，这样就得到数列{xn }，xn 

∈D，由于它的子列 使得 
knx

│ ( ) - S( )│≥
knS

knx
knx 0ε ， 

                                                
显然不可能成立 

∞→n
lim (Sn(xn ) - S(xn )) = 0 。 

证毕 
     定理 2 常用于判断函数序列的不一致收敛性。例如对例 6中的 

Sn(x) = xn，x∈[0，1)，我们可以取xn  = 1 - 
n
1
∈[0，1)，则Sn(x) - S(x) = (1 -

n
1 )n 

→
e
1  (n→∞)，这说明{Sn(x)}在［0，1)上不一致收敛于S(x) = 0；对于例 10.1.8 中

的S(x) = 221 xn
nx

+
，x∈(0，+∞)，我们可以取xn  = 

n
1
，则Sn(xn ) - S(xn ) = 

2
1
同

样也说明{Sn(x)}在(0，+∞)不一致收敛于S(x) = 0. 
     例 9 设Sn(x) = nx(1 - x2)n，x∈[0，1](见例 4)，则{Sn(x)}在［0，1］收敛于

S(x) = 0。我们取xn  = 
n
1
，则 

Sn(xn ) - S(xn ) = (1 - 2

1
n

) n → 1  (n→∞)， 



这说明{Sn(x)}在［0，1］上不一致收敛于S(x) = 0。 

4．注意点 

（1） 由于函数项级数与函数序列的收敛性在本质上是一致的，所以在举例时，

我们都选择函数序列的例子，而所得到的结论对函数项级数也是成立的。 

（2） 由于函数的连续性与可求导性是函数的局部性质，因此对于函数项级数与

极限运算和求导运算的交换问题，只需要内闭一致收敛的概念即可。通过

学习，不仅要求学生掌握内闭一致收敛的概念，而且要求学生会判断何时

需要函数项级数在整个区间上的一致收敛的条件，何时只需要内闭一致收

敛的条件就够了。 

（3） 定理 2 的充分性条件的证明中，用到如何对一个命题的否定命题作分析表述，这在
极限论部分的教学中已经作过讲述，这里应该再次强调，加以巩固。 

（4） 函数项级数与函数序列的一致收敛性是很抽象的概念，学生不容易掌握，

在讲课时必须结合图象演示，提高直观性，使学生更好地理解点态收敛与

一致收敛的区别，一致收敛与内闭一致收敛的区别。 

 


