
第二章  数列极限 

 

习  题 2.1  实数系的连续性 

 

1.  (1) 证明 6不是有理数； 

(2) 3 + 2是不是有理数? 

证（1）反证法。若 6是有理数，则可写成既约分数
n
m

=6 。由 ，

可知 是偶数，设 ，于是有 ，从而得到 是偶数，这与

22 6nm =

m km 2= 22 23 kn = n

n
m
是既约分数矛盾。 

（2） 3 + 2不是有理数。若 3 + 2是有理数，则可写成既约分数

3 2+
n
m

= ，于是 2

2
2623

n
m

=++ ，
2
5

2
6 2

2
−=

n
m

，即 6是有理数，与

（1）的结论矛盾。 

2. 求下列数集的最大数、最小数，或证明它们不存在： 

    ； A x x= ≥{ | }0

    
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ <<=

3
20|sin πxxB ； 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<∈= + mnnm
m
nC 并且N, 。 

解  ；因为 ，有0min =A Ax∈∀ Ax ∈+1 ， xx >+1 ，所以 不存在。 Amax

1
2

sinmax ==
πB ；因为 Bx∈∀ ， ⎥⎦

⎤
⎜
⎝
⎛∈∃

2
,0 πα ，使得 αsin=x ，于是有

B∈
2

sinα ， x<
2

sinα ，所以 Bmin 不存在。 
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Cmax 与 都不存在，因为Cmin C
m
n
∈∀ ，有 C

m
n

∈
+1

， C
m
n

∈
+
+

1
1

， 

1
1

1 +
+

<<
+ m

n
m
n

m
n

，所以 与 都不存在。 Cmax Cmin

3. A B, 是两个有界集，证明： 

    (1) 是有界集； A B∪

(2) 也是有界集。 S x y x A y B= + ∈ ∈{ | , }

证 （1）设 Ax∈∀ ，有 1Mx ≤ ， Bx∈∀ ，有 2Mx ≤ ，则 BAx ∪∈∀ ，有

{ }21,max MMx ≤ 。 

（2）设 ，有Ax∈∀ 1Mx ≤ ， Bx∈∀ ，有 2Mx ≤ ，则 Sx∈∀ ，有 21 MMx +≤ 。 

4. 设数集 S有上界，则数集T x x S= − ∈{ | }有下界，且supS = Tinf− 。 

证   设数集 S 的上确界为 ，则对任意Ssup ∈x T x x S= − ∈{ | }，有

，即 ；同时对任意Sx sup≤− Sx sup−≥ 0>ε ，存在 Sy∈ ，使得 ε−> Sy sup ，

于是 ，且Ty∈− ε+−<− Sy sup 。所以 Ssup− 为集合 T 的下确界，即

。 ST supinf −=

5. 证明有界数集的上、下确界唯一。 

证  设 既等于Ssup A，又等于 B，且 BA < 。取 0
2

>
−

=
ABε ，因为 B为

集合 的上确界，所以存在S Sx∈ ，使得 ABx >−> ε ，这与 A为集合 的

上确界矛盾，所以

S

BA = ，即有界数集的上确界唯一。同理可证有界

数集的下确界唯一。 

6. 对任何非空数集 S，必有 sup S ≥ inf S。当 sup S = inf S时，数集 S有什

么特点? 

解   对于任意的 ，有Sx∈ SxS supinf ≤≤ ，所以 。当SS infsup ≥

sup S = inf S时，数集 S是由一个实数构成的集合。 
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7. 证明非空有下界的数集必有下确界。 

证  参考定理2.1.1的证明。 

8. 设 S }3|{ 2 <∈= xxx 并且Q ，证明： 

   (1) S没有最大数与最小数； 

(2) S在Q内没有上确界与下确界。 

证 （1） S
p
q
∈∀ ， 0>

p
q

，则 3
2

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
q

， 2<
p
q

。取有理数 充分小，

使得

0>r

2
2 34 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−<+

p
qrr ，于是 <++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ r

p
qr

p
qr

p
q 22

22

342
2

<++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
rr

p
q

，

即 Sr
p
q

∈+ ，所以 没有最大数。同理可证S S没有最小数。 

（2）反证法。设 S在 内有上确界，记Q
m
nS =sup （ 且 互

质），则显然有

+∈Nnm, nm,

20 <<
m
n

。由于有理数平方不能等于3，所以只有两种

可能： 

（i） 3
2

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

m
n

，由（1）可知存在充分小的有理数 ，使得0>r 3
2

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + r

m
n

，

这说明 Sr
m
n

∈+ ，与
m
nS =sup 矛盾； 

（ii） 3
2

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

m
n

，取有理数 充分小，使得0>r 34
2

2 −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<−

m
nrr ，于是

>+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 2

22 2 rr
m
n

m
nr

m
n 34 2

2

>+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ rr

m
n

，这说明 r
m
n
− 也是 的上

界，与

S

m
nS =sup 矛盾。所以 S没有上确界。 

同理可证 S没有下确界。 
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习  题  2.2  数列极限 

 

1. 按定义证明下列数列是无穷小量： 

⑴
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

1
1

2n
n

；  ⑵ { ( ) }； ( . )−1 0 99n n

⑶
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ + −n

n
51
；  ⑷

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ++++

3

321
n

n"
； 

⑸
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

n
3

2

；  ⑹
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

!
3
n

n

； 

⑺
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

nn
n!
；  ⑻

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+−

+
+

+
−

nnnn
n

2
1)1(

2
1

1
11 " 。

证 （1） )20( <<∀ εε ，取 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε
2N ，当 时，成立Nn > ε<<

+
+

<
nn

n 2
1

10 2 。 

（2） )10( <<∀ εε ，取
lg

lg 0.99
N ε⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

，当 时，成立 Nn >

lg
lg0.99( 1) (0.99) (0.99)n n

ε

ε− < = 。 

（3） )20( <<∀ εε ，取 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε
2

1N ，当 时，成立1Nn >
2

1 ε
<

n
；取 2 5

2logN
ε

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
，

当 时，成立2Nn > 5 n−

2
ε

< ；则当 { }21,max NNNn => 时，成立
1 5 n

n
ε−+ < 。 

（4） )10( <<∀ εε ，取 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε
1N ，当 时，成立 Nn >

ε<<
+

=
+++

<
nn

n
n

n 1
2

1210 23
"

。 

（5）当 时，有11>n
2 2 2n

3 33 (1 2) 2n n
n

n n
C

= <
+ nnn

n 1
)2)(1(8

6
<

−−
= 。于是 0>∀ε ，

取
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε
1,11maxN ，当 时，成立Nn > ε<<<

n
n

n
1

3
0

2
。  
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（6）当 ，有5>n
555

2
13

2
1

!5
3

!
3 −−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅≤

nnn

n
。于是 )30( <<∀ εε ，取 

lg
35 1lg
2

N

ε⎡ ⎤
⎢ ⎥

= + ⎢
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎥，当 时，成立Nn > ε<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅<<

−5

2
13

!
30

nn

n
。 

（ 7）记
2
n
的整数部分为 ，则有m

m

nn
n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<

2
1!
。 )10( <<∀ εε ，取

lg2 41lg
2

N ε
⎡ ⎤
⎢ ⎥

= +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，当 时，有Nn > lg1 12 lg
2

Nm ε
> − > ，于是成立 

ε<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<<

m

nn
n

2
1!0 。 

（8）首先有不等式
nnnnn

n 1
2
1)1(

2
1

1
110 <−+−

+
+

+
−< " 。 )10( <<∀ εε ，

取 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε
1N ，当 时，成立Nn > ε<<−+−

+
+

+
−<

nnnnn
n 1

2
1)1(

2
1

1
110 " 。 

2. 按定义证明下述极限： 

⑴ lim
n→∞

2 1
3 2

2
3

2

2

n
n

−
+

= ；  ⑵ lim
n→∞

n n
n

2

1
+

= ； 

⑶ lim
n→∞

( )n n n2 1
2

+ − = ；  ⑷ lim
n→∞

3 2nn + = 1； 

⑸ lim
n→∞

xn =1,其中
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−

+
=

− ，

，

是奇数

是偶数

n

n
n

nn
x

n
n

,101

, 。 

证 （1） 0>∀ε ，取 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ε
1N ，当 时，成立 Nn >

               ε<<
+

=−
+
−

222

2 1
)23(3

7
3
2

23
12

nnn
n

。 

（2） 0>∀ε ，取 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε2
1N ，当 时，成立 Nn >
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ε<<
++

=−
+

nnnnn
nn

2
111

2

2
。 

（3） 0>∀ε ，取 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε8
1N ，当 时，成立 Nn >

ε<<
++

=−−+
nnnn

nnnn
8
1

)(22
1)(

22
2 。 

（4）令 n
n an +=+ 123 ，则 ， 。当 时，

有

0>na 221)1(23 nn
n

n aCan +>+=+ 3>n

nnn
nan

3
)1(
)13(2
<

−
+

< ，所以 0>∀ε ，取 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 2

9
ε

N ，当 时，成立 Nn >

ε<<=−+
n

an n
n 3123 。 

（5） )10( <<∀ εε ，取
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

εε
1lg,1max 2N ，当 时，若 是偶数，

则成立

Nn > n

ε<=−
n

xn
11 ；若n是奇数，则成立 ε<=− nnx

10
11 。 

3. 举例说明下列关于无穷小量的定义是不正确的： 

   (1) 对任意给定的 ε > ，存在0 N，使当n N> 时成立 ； xn

n n

< ε

(2) 对任意给定的 ε > ，存在无穷多个 ,使｜ ｜＜ε。 0 x x

解  （1）例如 ，则nxn −= { }nx 满足条件，但不是无穷小量。 

（2）例如
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
是偶数

是奇数

n
n

nn
xn 1 ，则{ }nx 满足条件，但不是无穷小量。 

4. 设 k是一正整数，证明： lim
n→∞

xn = a的充分必要条件是 。 lim
n→∞

xn k+ = a

证  设 ，则lim
n→∞

xn = a 0>∀ε ， N∃ ， Nn >∀ ，成立 ε<− axn ，于是也成

立 ε<−+ ax kn ，所以 lim
n→∞

xn k+ = a； 

设 lim
n→∞

xn k+ = a，则 0>∀ε ， 'N∃ ， 'Nn >∀ ，成立 ε<−+ ax kn ，取
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kNN += ' ，则 ，成立Nn >∀ ε<− axn ，所以 lim
n→∞

xn = a。 

5. 设 = ，证明：lim
n→∞

x n2 lim
n→∞

x n2 1+ = a lim
n→∞

xn = a。 

证  由 = ，可知lim
n→∞

x n2 lim
n→∞

x n2 1+ = a 0>∀ε ， 1N∃ ， 1Nn >∀ ，成立 ε<− ax n2 ； 

， ，成立2N∃ 2Nn >∀ ε<−+ ax n 12 。于是取 { }12,2max 21 += NNN ， ，

成立

Nn >∀

ε<− axn 。 

6. 设 ，且 ,证明：xn ≥ 0 lim
n→∞

xn = a ≥ 0 lim
n→∞

xn = a。 

证  首先有不等式 axax −≤− 。由 lim
n→∞

xn a= ，可知 0>∀ε ， ，

，成立

N∃

Nn >∀ 2ε<− axn ，于是 ε<−≤− nnnn axax 。 

7. { }是无穷小量，{ }是有界数列，证明{ }也是无穷小量。 xn n n ny x y

证  设对一切 ，n Myn ≤ 。因为{ }是无穷小量，所以xn 0>∀ε ， ，

，成立

N∃

Nn >∀
M

xn
ε

< 。于是 Nn >∀ ，成立 ε<nn yx ，所以{ }也是

无穷小量。 

xn yn

8. 利用夹逼法计算极限： 

   (1) lim
n→∞

n

n

1

1
3
1

2
11 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++ " ； 

   (2) lim
n→∞

⎜
⎝

⎛
+ 1
1

n
 + 1

2n +
 + ⋯ + ⎟⎟

⎠

⎞
+ nn
1  ； 

   (3) lim
n→∞ ∑

+

=

2

2

)1( 1n

nk k
； 

   (4) lim
n→∞

1 3 5 2 1
2 4 6 2
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
"
"

( )
( )
n

n
。 

解（1）由 nn
n

n
<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++<

1
1

3
1

2
111 "  与 1lim =

∞→

n
n

n ，可知 
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lim
n→∞

11
3
1

2
11

1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++

n

n
" 。 

（2）由 ⎜
⎝

⎛
+

<
+ 1

1
nnn

n  + 1
2n +

 + ⋯ + 
1

1
+

<⎟⎟
⎠

⎞
+ n

n
nn

， 1lim =
+∞→ nn
n

n
 

与 1
1

lim =
+∞→ n
n

n
，可知 

 lim
n→∞

⎜
⎝

⎛
+ 1
1

n
 + 1

2n +
 + ⋯ + 11

=⎟⎟
⎠

⎞
+ nn

。 

（3）由
n

n
kn

n n

nk

221
1
222

2

2

)1( +
<<

+
+

= ∑
+

=
 与 222lim =

+
∞→ n

n
n

，可知 

lim
n→∞ ∑

+

=

2

2

)1( 1n

nk k
2= 。 

（4）应用不等式 )12)(12(2 +−> kkk ，得到
12

1
)2(642
)12(5310

+
<

⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅

<
nn

n
"

"
，

由 0
12

1lim =
+∞→ nn

，可知 

lim
n→∞

0
)2(642
)12(531
=

⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅
n

n
"

"
。 

 9. 求下列数列的极限： 

⑴ lim
n→∞

3 4
1

2

2

n n
n
+ −
+

1 ;  ⑵ lim
n→∞

n n n
n n

3 2

3

2 3
2 3
+ − +

− +
1 ; 

⑶ lim
n→∞

3
3 1

3

1 3

n

n

n
n
+

+ ++ ( )
;  ⑷ lim

n→∞
( ) sin

nn 2 1 1
2

+ −
π

n ; 

⑸ lim
n→∞

n n n( + −1 ) ;  ⑹ lim
n→∞

n n n( )24 1 1+ − + ; 

⑺ lim
n→∞

1
n

n
!
;  ⑻ lim

n→∞
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 22

11 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 23

11 ⋯ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 2

11
n
；

⑼ lim
n→∞

lgn n n ;  ⑽ lim
n→∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++ n

n
2

12
2
3

2
1

2 " 。 
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解（1） lim
n→∞

3 4 1
∞→

=
n
lim

1

2

2

n n
n
+ −
+

3
11

143

2

2
=

+

−+

n

nn 。 

（2） lim
n→∞

n n n
n n

3 2

3

2 3 1+
∞→

=
n
lim

2 3
+ −

− + 2
1

312

1321

32

32
=

+−

+−+

nn

nnn 。 

（3） lim
n→∞ 31

3

)1(3
3

++
+

+ n
n

n

n

∞→
=

n
lim

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+

+

+1

3

3

3
)1(13

3
1

n

n

n

n

3
1

= 。 

（4）因为 lim
n→∞

112 =+n n ， 1|
2

sin| ≤
πn

，所以 

lim
n→∞

( ) sinn
nn 2 1 1
2

+ −
π

0= 。 

（5） lim
n→∞

n n n( )+ −1
∞→

=
n
lim =

++ nn
n

1
lim
n→∞

=
++ 111

1

n
2
1
。 

（6） lim
n→∞

n n n( )24 1 1+ − +
)11)(11(

])1(1[lim
24 2

22

++++++

+−+
=

∞→ nnnn

nnn
n  

)11)(11(

2lim
24 2 ++++++

−
=

∞→ nnnn

nn
n  

=
++++++

−
=

∞→
)1111)(1111(

2lim

2
4

2 nnnn

n 2
1

− 。 

（7） lim
n→∞

1 1lg1 lg lg
2 n

n

+ + +
= −∞

"
，所以 

lim
n→∞

=n
n!
1 0。 

（8） lim
n→∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 22

11 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 23

11 ⋯ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 2

11
n
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∞→
=

n
lim =

+−
⋅

−
−

⋅⋅
⋅

⋅
⋅

⋅
⋅

22222
)1)(1(

)1(
)2(

4
53

3
42

2
31

n
nn

n
nn" lim

n→∞
=

+
n

n
2

1
2
1
。 

（9） 21 lg nn n n n< < ， lim
n→∞

12 =n n ，所以 

lim
n→∞

lgn n n = 1。 

（10）设 nn
nx
2

12
2
5

2
3

2
1

32
−

++++= " ，则 12 2
12

2
5

2
312 −

−
+++= nn

nx " ，两式

相减，得到 nnn
nx
2

12)
2

1
2
1

2
11(1 22

−
−+++++=

−
" 。由 

∞→n
lim 2)

2
1

2
1

2
11( 22 =++++

−n" ， 0
2

12lim =
−

∞→ nn

n
，
可知 

3lim =
∞→

nn
x 。

  
 

10. 证明：若 （ ），且0>na ",2,1=n 1lim
1

>=
+

∞→
l

a
a

n

n

n
，则 。 0lim =

∞→ nn
a

证 取 ，由lr <<1 1lim
1

>=
+

∞→
l

a
a

n

n

n
，可知 NnN >∀∃ , ，成立 1

1
>>

+

r
a
a

n

n ，于

是
1

1
10

−−

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<<

Nn

Nn r
aa 。由

1

1
1lim 0

n N

Nn
a

r

− −

+→∞

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

可知 

0lim =
∞→ nn

a 。 

11．证明：若 （ ），且0>na ",2,1=n a
a

a

n

n

n
=+

∞→

1lim ，则 aan
nn
=

∞→
lim 。 

证  由 n
n

nn
n a

a
a
a

a
aaa

12

3

1

2
1

−

⋅⋅⋅⋅= " 及 a
a

a

n

n

n
=+

∞→

1lim ，可知 

aan
nn
=

∞→
lim 。 

12. 设 (a a )存在，证明： lim
n→∞

an1 2+ + +"

   (1) lim
n→∞

1
21 2n

a a nan( )+ + +" = 0； 

   (2) lim
n→∞

( ! )n a a an
n⋅ 1 2

1

"  = 0  ( , i = 1,2,⋯,n)。 ai > 0
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解（1）设 ，nn Saaa =+++ "21 lim
n→∞

aSn = ，则由 可知 ka nS Sk
k

n

n
k

n

= =

−

∑ ∑= −
1 1

1

k

lim
n→∞

0]
1

11[limlim1 1

11
=−=

−
⋅

−
−= ∑∑

−

=∞→∞→=
aaS

nn
nSka

n

n

k
knnn

n

k
k 。 

（2）由 n
naaan

1

21 )!(0 "⋅< )2(1
21 nnaaa

n
+++≤ " 与（1），即得到 

lim
n→∞

( ! )n a a an
n⋅ 1 2

1

"  = 0。   

13. 已知 lim
n→∞

an = a， lim
n→∞

bn b= ，证明： 

lim
n→∞

a b a b a b
n

abn n n1 2 1 1+ + +
=− "
。 

证  令 nnnn bbaa βα +=+= , ，由 lim
n→∞

an = a， lim
n→∞

bn b= ，可知 lim
n→∞

0=nα ，

lim
n→∞

0=nβ 。设 ，+∈∀ Nn Mn ≤β 。因为 

+=
+++ − ab

n
bababa nnn 1121 "

∑
=

n

k
kn

b
1
α ∑

=
+

n

k
kn

a
1
β ∑

=
+−+

n

k
knkn 1

1
1 βα ，

 

∑
=

+− ≤
n

k
knkn 1

1 ||1 βα ||
1
∑
=

n

k
kn

M α ，
 

由 01lim
1

=∑
=∞→

n

k
kn n

α ， 01lim
1

=∑
=∞→

n

k
kn n

α
 
及 01lim

1
=∑

=∞→

n

k
kn n

β ，得到
 

lim
n→∞

a b a b a b
n

abn n n1 2 1 1+ + +
=− "
。 

14. 设数列{ a }满足n lim
n→∞

a a a
n

n1 2+ + +"
= a  −∞( ＜ ＜a )∞+ 。证明： 

lim
n→∞

a
n

n = 0。 

证  因为 =
+++ −

∞→ n
aaa n

n
121lim

" lim
n→∞

a
n

aaa
n

n n =
−

+++
⋅

− − )
1

1( 121 "
，所以 

lim
n→∞

a
n

n = lim
n→∞ n

aaa n+++ "21( 0)121 =
+++

− −

n
aaa n"

。 
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