
第十章  函数项级数                    
 

习  题 10. 1  函数项级数的一致收敛性 
 
 1. 讨论下列函数序列在指定区间上的一致收敛性。 
    ⑴ Sn(x) =  ,         (i) xnx−e ∈ )1,0( ，         (ii) x∈ ； ),1( +∞

    ⑵ Sn(x) = x ,            xnx−e ∈ ),0( +∞ ； 

    ⑶ Sn(x) = sin
n
x ,      (i) x∈ ),( +∞−∞ ，     (ii) x∈ ],[ AA− ( )； 0>A

    ⑷ Sn(x) = arctan nx,       (i) x∈ )1,0( ，         (ii) x∈ ； ),1( +∞

    ⑸ Sn(x) = 2
2 1

n
x + ,        x∈ ),( +∞−∞ ； 

    ⑹ Sn(x) = nx(1 - x)n ,       x∈ ]1,0[ ； 

    ⑺ Sn(x) =
n
x ln

n
x ,          (i) x∈ )1,0( ，       (ii) x∈ )； ),1( +∞

    ⑻ Sn(x) = n

n

x
x
+1

,         (i) x∈ )1,0( ，       (ii) x∈ ； ),1( +∞

    ⑼ Sn(x) = (sin x)n ,           x∈ ],0[ π ； 

    ⑽ Sn(x) = (sin x) n
1

,    (i) x∈ [0, ]π ，   (ii) x∈ ],[ （ 0>δ ）； δπδ −

    ⑾ Sn(x) = 
n

n
x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +1 ,       (i) x∈ ),0( +∞ ，   (ii) x∈ ],0( A ( )； 0>A

⑿ Sn(x) = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ x

n
xn 1 ,  (i) x∈ ),0( +∞ ,    (ii) [ ) 0,, >+∞∈ δδx 。 

解 （1）(i) ， 0)( =xS

)()(sup),(
)1,0(

xSxSSSd n
x

n −=
∈

1=  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 上非一致收敛。 (0,1)

 (ii) ， 0)( =xS

)()(sup),(
),1(

xSxSSSd n
x

n −=
+∞∈

ne−= )(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在 上一致收敛。 (1, )+∞

（2） ， 0)( =xS

)()(sup),(
),0(

xSxSSSd n
x

n −=
+∞∈ ne

1
= )(0 ∞→→ n ， 
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所以{ }( )nS x 在 上一致收敛。  (0, )+∞

（3）(i) ， 0)( =xS

)()(sup),(
),(

xSxSSSd n
x

n −=
+∞−∞∈

1=  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 ( , )−∞ +∞ 上非一致收敛。 

 (ii) ，当0)( =xS
π
An 2

> ， 

)()(sup),(
],[

xSxSSSd n
AAx

n −=
−∈ n

A
≤ )(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在[ , ]A A− 上一致收敛。 

（4）(i) 
2

)( π
=xS ， 

)()(sup),(
)1,0(

xSxSSSd n
x

n −=
∈ 2

π
=  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 上非一致收敛。 (0,1)

(ii)
2

)( π
=xS ， 

)()(sup),(
),1(

xSxSSSd n
x

n −=
+∞∈

narctan
2
−=

π )(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在 上一致收敛。 (1, )+∞

（5） xxS =)( ，由于
n

x
n

xxSxSn
11)()( 2

2 ≤−+=− ，于是 

)()(sup),(
),(

xSxSSSd n
x

n −=
+∞−∞∈

)(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在 ( , )−∞ +∞ 上一致收敛。 

（6） ， 0)( =xS

=− )1()1(
n

S
n

Sn
n

n
)11( −  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在[0 上非一致收敛。 ,1]

（7）(i) ，由于0)( =xS 0)0()0( =+−+ SSn ，且 

 2



[ ] =− )()( xSxS
dx
d

n 0)ln1(1
<+

n
x

n
 ， )2( ≥n

于是  

n
nxSxSSSd n

x
n

ln)()(sup),(
)1,0(

=−=
∈

)(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在 上一致收敛。 (0,1)

(ii) ， 0)( =xS

=− )2()2( nSnSn 2ln2  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 上非一致收敛。   (1, )+∞

（8）(i) ， 0)( =xS

=−−− )11()11(
n

S
n

Sn
n

n

n

n

)11(1

)11(

−+

−
 ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 上非一致收敛。 (0,1)

(ii) ，  1)( =xS

=+−+ )11()11(
n

S
n

Sn 1
)11(1

)11(
−

++

+

n

n

n

n  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 上非一致收敛。 (1, )+∞

（9）
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≠∈

=
=

2
],,0[0

2
1

)(
ππ

π

xx

x
xS ，取 ],0[ π∈nx ，使得

n
xn

11sin −= ，则
2
π

≠nx ， 

=− )()( nnn xSxS n

n
)11( −  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在[0, ]π 上非一致收敛。 

（10）(i)  ，取
⎩
⎨
⎧

<<
=

=
π
π

x
x

xS
01

,00
)( ),0( π∈nx ，使得 nnx

2
1sin = ，则 

 3



=− )()( nnn xSxS 1
2
1
−  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 (0, )π 上非一致收敛。 

 (ii) ， 1)( =xS

)()(sup),( xSxSSSd nn −=
],[x −∈ δπδ

δn
1

sin1−= )(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在[ , ]δ π δ− 上一致收敛。 

（11）(i) ， xexS =)(

=− )()( nSnSn
nn e−2  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 上非一致收敛。 (0, )+∞

(ii) ，由于xexS =)( 0)0()0( =+−+ SSn ，且当 充分大时， n

[ ] =− )()( xSxS
dx
d

n 01
1

<−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
x

n

e
n
x

， 

于是  

)()(sup),(
],0(

xSxSSSd n
Ax

n −=
∈

n
A

n
Ae ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= 1 )(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在 (0, ]A 上一致收敛。   

（12）(i)
x

xS
2

1)( = ， 

=− )1()1(
n

S
n

Sn n⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
32  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 上非一致收敛。 (0, )+∞

(ii)
x

xS
2

1)( = ， 

Sn(x) = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ x

n
xn 1 )(

2
1

1
1 xS

xx
n

x
=<

++
= ， 
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由于 

[ ] 0

4

1

)1()1(2

1)()(
2
3 >+

+++

−
=−

xn
xx

n
xx

xSxS
dx
d

n ， 

可知 

)()(sup),(
),[

xSxSSSd n
x

n −=
+∞∈ δ

)()( δδ SSn −=   

δ
δδ

2
11

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−=

n
n )(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在[ , )δ +∞ 上一致收敛。 

2.  设Sn(x) = n( nx  -
 nx 2 )，则函数序列{S (x)}在 上收敛但不一致

收敛，且极限运算与积分运算不能交换，即 
n ]1,0[

∞→n
lim ∫

1

0
)(xSn dx ≠ ∫ ∞→

1

0
lim
n

Sn(x) dx。 

证 函数序列{Sn(x)}在 上收敛于]1,0[ 0)( =xS 。取
n

xn
11−= ，则 

=− )()( nnn xSxS +∞→⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−− nn

nn
n 2)11()11( ， 

所以{Sn(x)}在 上非一致收敛。 ]1,0[
由于 

∞→n
lim ∫

1

0
)(xSn dx

∞→
=

n
lim xxxn nn d)(1

0
2∫ −

2
1

= ， S∫ ∞→

1

0
lim
n

n(x) dx 0= ， 

所以 
            dx 

∞→n
lim ∫

1

0
)(xSn ≠ ∫ ∞→

1

0
lim
n

Sn(x) dx。 

3.  设Sn(x) = 221 xn
x

+
，则 

    ⑴ 函数序列{Sn(x)}在 ),( +∞−∞ 上一致收敛； 

    ⑵ 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ )(

d
d xS
x n 在 上不一致收敛； ),( +∞−∞

    ⑶ 极限运算与求导运算不能交换，即 

∞→n
lim

xd
d Sn(x) = 

xd
d

∞→n
lim Sn(x)  

并不对一切 x∈ 成立。 ),( +∞−∞

解 （1）Sn(x)= 221 xn
x

+
， 0)( =xS ，则 

nxn
xxSxSn 2

1
1

)()( 22 ≤
+

=− )(0 ∞→→ n ， 
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所以{Sn(x)}在 ),( +∞−∞ 上一致收敛。 

（2）  )(xS
dx
d

n 222

22

)1(
1

xn
xn

+
−

= ， )(lim)( xS
dx
dx nn ∞→

=σ
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
00
01

x
x
， 

取
n

xn 2
1

= ，则 

)( nn xS
dx
d

25
12)( =− nxσ ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ )(

d
d xS
x n 在 上不一致收敛。 ),( +∞−∞

（3）由于在 0=x 处， 

xd
d

∞→n
lim Sn(x) ，0= )(lim)( xS

dx
dx nn ∞→

=σ 1= ， 

所以在 处， 0=x

∞→n
lim

xd
d Sn(x) =

xd
d

∞→n
lim Sn(x) 

不成立。 
4.  设Sn(x) =

n
1 arctan xn

 ，则函数序列{Sn(x)}在 ),0( +∞ 上一致收敛；试

问极限运算与求导运算能否交换，即 

∞→n
lim

xd
d Sn(x) =

xd
d

∞→n
lim Sn(x)  

是否成立? 

解       Sn(x)=
n
1 arctan ，nx n

n

n x
xxS 2

1
'

1
)(

+
=

−

， 

=)(xS
∞→n

lim Sn(x) 0= ， 0)(' =xS ， 

所以 )1('
2
1)1(lim ' SSnn
≠=

∞→
，即 

∞→n
lim

xd
d Sn(x) =

xd
d

∞→n
lim Sn(x)  

在 不成立。 1=x

5. 设Sn(x) = ，其中a是参数。求a的取值范围，使得函数序列
{S

nxxen −α

n(x)}在 上 ]1,0[
    ⑴ 一致收敛； 
    ⑵ 积分运算与极限运算可以交换，即 

∞→n
lim ∫

1

0
)(xSn dx = S∫ ∞→

1

0
lim
n

n(x) dx； 

    ⑶ 求导运算与极限运算可以交换，即对一切 x∈[0,1]成立 

∞→n
lim

xd
d Sn(x) = 

xd
d

∞→n
lim Sn(x) 。 

 6



解  (1) S=)(xS
∞→n

lim n(x) ，令 ，得到0= =)(' xSn 0)1( =−− nxen nxα

n
x 1
= ，即 

=−=
∈

)()(sup),(
]1,0[

xSxSSSd n
x

n
11)1( −−= en

n
Sn

α ， 

所以 0),(lim =
∞→

SSd nn
当且仅当 1<α 时成立，所以当 1<α 时，{Sn(x)}在  ]1,0[

上一致收敛。 

(2)   S∫ ∞→

1

0
lim
n

n(x)dx ，∫ == 1
0

0)( dxxS ∫ =1
0

)( dxxSn
ne

n
nn −−− +− )11(12 αα ， 

所以当且仅当 2<α 时，成立.
  

∞→n
lim ∫

1

0
)(xSn dx = S∫ ∞→

1

0
lim
n

n(x) dx。 

(3)    
xd

d
∞→n

lim Sn(x)
xd

d
= 0)( =xS ，

xd
d Sn(x) ， )1( nxen nx −= −α

由于 

)1(lim nxe nx

n
−−

∞→ ⎩
⎨
⎧

=
∈

=
01

]1,0(0
x
x

， 

所以当且仅当 0<α 时， 

∞→n
lim

xd
d Sn(x)=

xd
d

∞→n
lim Sn(x)  

对一切 x∈[0,1]成立。 
6.  设 S '(x)在区间 上连续， ),( ba

                    Sn(x) = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + )(1 xS

n
xSn ， 

证明：{Sn(x)}在 上内闭一致收敛于S '(x)。 ),( ba

解  显然 S
∞→n

lim n(x) ，所以只须证明 )(' xS= 0>∀η , { })(xSn 在 [ ]ηη −+ ba ,

上一致收敛于 。 )(' xS

取 ηα <<0 , 则 在)(' xS [ ]αα −+ ba , 上一致连续, 即 

0,0 >∃>∀ δε , ∈∀ ",' xx [ ]αα −+ ba , , 只要 δ<− "' xx , 就成立 

ε<− )"(')'(' xSxS 。 

取
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

αηδ
1,1maxN , 则当 且Nn > ∈x [ ]ηη −+ ba , 时，有 

∈+
n

x 1 [ ]αα −+ ba , ,  
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于是 

=− )(')( xSxSn εξ <− )(')(' xSS ， 

所以{Sn(x)}在 上内闭一致收敛于S '(x)。 ),( ba

7.  设 在 上连续，令 )(0 xS ],0[ a

Sn(x) = d t，  n = 。 ∫ −

x

n tS
0 1 )( ,2,1

证明：{Sn(x)}在 上一致收敛于 0。 ],0[ a

证  设 MxS ≤)(0 , 则 

MxdttSxS x ≤= ∫0 01 )()( ， 

∫∫ ≤= xx MtdtdttSxS
00 12 )()(

!2

2xM= ， 

 

∫∫ =
−

≤=
−

−
x

nn
x

nn n
xMdt

n
tMdttSxS

0

1

0 1 !)!1(
)()( ， 

 

由于  

!! n
aM

n
xM

nn
≤ ， 0)

!
(lim =

∞→ n
aM

n

n
， 

所以{Sn(x)}在 上一致收敛于 0。 ],0[ a

8.  设S(x)在 上连续，且S(1) = 0。证明：{x]1,0[ n S(x)}在[0,1]上一致收
敛。 

证 S(x)在 上连续，所以有界，设]1,0[ MxS ≤)( 。 由 , 可知 0)1( =S

0,0 >∃>∀ δε , [ ]1,1 δ−∈∀x ，成立 ε<)(xSxn 。 

由于{ }nx 在 [ ]δ−1,0 上一致收敛于零，可知 

,N∃  , Nn >∀ [ ]δ−∈∀ 1,0x ，成立 
M

xn ε
< ， 

于是 

ε<)(xSxn  
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对一切 成立，因此{x]1,0[∈x n S(x)}在[0,1]上一致收敛。 
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