
习  题  6.2  换元积分法和分部积分法 

 

⒈  求下列不定积分： 

⑴
dx
x4 3−∫ ;  ⑵

dx
x1 2 2−∫ ; 

⑶
dx

x xe e− −∫ ;  ⑷ e3 2x dx+∫ ; 

⑸ ( )2 3 2x x dx+∫ ;  ⑹
1

2 5 2+∫ x
dx ; 

⑺ sin5 xdx∫ ;  ⑻ ∫ xdxx 210 sectan ; 

⑼ sin cos5 3x xd∫ x ;  ⑽ cos2 5xdx∫ ; 

⑾
( )

( )
2 4

4 52 2

x dx
x x

+
+ +∫ ;  ⑿

sin x
x

dx∫ ; 

⒀
x dx

x

2

34 1 2−∫ ;  ⒁ ∫ −
dx

xsin1
1 ; 

⒂
sin cos
sin cos

x x
x x

dx
+
−∫ 3

;  ⒃
dx
x x(arcsin )2 21−∫ ; 

⒄
dx

x x2 2 2− +∫ ;  ⒅
1
9 4 2

−
−∫

x
x

dx ; 

⒆ ∫
+

+ dx
x

xx
2

2

1
1tan ;  ⒇

sin cos
sin
x x

x
dx

1 4+∫ . 

解 （1） dx
x4 3−∫ = 1 (4 3) 1 ln 4 3

4 4 3 4
d x x C

x
−

= − +
−∫ 。 

（2） dx
x1 2 2−∫ =

2

1 ( 2 ) 1 arcsin( 2 )
2 21 2

d x x C
x

= +
−

∫ 。 

（3） dx
x xe e− −∫ = 2

e 1 e 1ln
e 1 2 e 1

x x

x x

d C−
= +

− +∫ 。 

（4） =e3 2x dx+∫ 3 2 3 21 1e (3 2) e
3 3

x xd x C+ ++ = +∫ 。 
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（5） =( )2 3 2x x dx+∫ 2 2 2 21 2 1(2 2 6 3 ) 2 6 3
2ln 2 ln 6 2 ln 3

x x x x x xdx C+ ⋅ + = + + +∫ 。 

（6） 1
2 5 2+∫ x

dx = 2

1 1 1 5( 5 ) arctan
2 5 25 10

d x x
x

C= +
+∫ 。 

（7） =sin5 xdx∫ ∫∫ +−−=− xdxxxdxx cos)coscos21(sin)cos1( 4222  

3 52 1cos cos cos
3 5

x x x= − + − +C。 

 （8） =∫ xdxx 210 sectan 10 111tan tan tan
11

xd x x C= +∫ 。 

 （9） =sin cos5 3x xdx∫
1 1 1(sin 8 sin 2 ) cos8 cos 2
2 16 4

x x dx x x C+ = − − +∫ 。 

 （10） =cos2 5xdx∫
1 1(1 cos10 ) sin10
2 2 20

xx dx x C+ = +∫ + 。 

 （11） ( )
( )

2 4
4 52 2

x dx
x x

+
+ +∫ =

2

2 2 2

( 4 5) 1
( 4 5) 4 5
d x x C
x x x x

+ +
= − +

+ + + +∫ 。 

 （12） sin x
x

dx∫ = 2 sin 2cosxd x x C= − +∫ 。 

 （13） x dx
x

2

34 1 2−∫ =
33

3 4
34

1 (1 2 ) 2 (1 2 )
6 91 2

d x x C
x

−
− = − −

−
∫ + 。 

 （14） ∫ −
dx

xsin1
1

2

1 ( ) cot( )
2 4 2 4sin ( )

2 4

x xd Cx
π π

π= − = −
−

∫ − + 。 

 （15） sin cos
sin cos

x x
x x

dx
+
−∫ 3

=
2
3

3

(sin cos ) 3 (sin cos )
2sin cos

d x x x x
x x
− C= − +
−∫ 。 

 （16） dx
x x(arcsin )2 21−∫ = 2

arcsin 1
(arcsin ) arcsin
d x C

x x
= − +∫ 。 

 （17） dx
x x2 2 2− +∫ = 2

( 1) arctan( 1)
1 ( 1)

d x x C
x
−

= − +
+ −∫ 。 

 （18） 1
9 4 2

−
−∫

x
x

dx =
2

2 2

1 (2 ) 1 (9 4
2 89 4 9 4

d x d x )
x x

−
+

− −
∫ ∫ 。 

21 2 1arcsin 9 4
2 3 4

x x C= + − + 。 

 （19） ∫
+

+ dx
x

xx
2

2

1
1tan = 2 2 2tan 1 1 ln cos 1x d x x C+ + = − + +∫ 。 
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 （20） sin cos
sin
x x

x
dx

1 4+∫ =
2

2
4

1 sin 1 arctan(sin )
2 1 sin 2

d x x C
x
= +

+∫ 。 

⒉  求下列不定积分： 

⑴
dx

x1 2+∫ e
;  ⑵

dx
x x1 2+∫ ; 

⑶ ∫ +
dx

xx
x
)1(

tanarc ;  ⑷
1

2

+
∫

ln
( ln )

x
x x

dx . 

⑸ ( )( )x x d− +∫ 1 2 20 x ;  ⑹ x x dxn2 1( )+∫ ; 

⑺
dx

x x4 21+∫ ;  ⑻
x

x
dx

2 9−
∫ ; 

⑼
dx

x( )1 2 3−
∫ ;  ⑽

dx
x a( )2 2+∫ 3

; 

⑾
x a
x a

dx
−
+∫ ;  ⑿ x

x
a x

dx
2 −∫ ; 

⒀
dx

x1 2+∫ ;  ⒁ x x2 3 1−∫ dx ; 

⒂
dx

x x 2 1−∫ ;  ⒃
x

a x
dx

2

2 2−∫ ; 

⒄
a x

x
dx

2 2

4

−
∫ ;  ⒅

dx
x1 1 2+ −∫ ; 

⒆ ∫ −
dx

x
x

34

15

)1(
;  ⒇ ∫ +

dx
xx n )1(

1 ; 

 解（1） dx
x1 2+∫ e

= 2

2
ln( e 1)

e 1

x
x x

x

de e C
−

− −

−
− = − + +

+
∫ +  

2ln( 1 1)xe x= + − − +C。 

（2）当 时， 0x >

dx
x x1 2+∫ =

1 2

2 2 2

1 1ln
1 1

dx dx x C
xx x x

−

− −

+ −
= − =

+ +
∫ ∫ + ； 
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当 时，也有相同结果。 0<x

（3） ∫ +
dx

xx
x
)1(

tanarc arctan2 2 arctan arctan
1

x d x xd x
x

= =
+∫ ∫  

2arctan x C= + 。 

（4） 1
2

+
∫

ln
( ln )

x
x x

dx = 2

( ln ) 1
( ln ) ln
d x x C
x x x x

= − +∫ 。 

（5） =( )( )x x dx− +∫ 1 2 20 21 20[( 2) 3( 2) ]x x dx+ − +∫  

22 211 1( 2) ( 2)
22 7

x x C= + − + + 。 

（6） =  x x dxn2 1( )+∫ ∫ +++−+ ++ dxxxx nnn ])1()1(2)1[( 12

    3 21 2 1( 1) ( 1) ( 1)
3 2 1

n n 1nx x x
n n n

+ += + − + + +
+ + +

C+ + 。 

（7）当 时， 0x >

dx
x x4 21+∫ = ∫∫ −

−−

− +

−+
−=

+ 2

22

25 1
)11(

2
1

1 x
dxx

xx
dx  

3
2 22

3

1 (1 ) 1
3

x x C
x x
+ +

= − + + ； 

当 时，也有相同结果。 0<x

    注：本题也可令 tx tan= 化简后解得。 

（8）当 时， 0x >

x
x

dx
2 9−

∫ = ∫ ∫∫ −

−

−
+

−
=

−

−
2

1

22

2

91
)3(3

99
9

x
xd

x
xdxdx

xx
x  

2 39 3arcsinx C
x

= − + + ； 

当 时，也有相同结果。 0<x

    注：本题也可令 化简后解得。 tx sec3=

（9）令 ，则  tx sin=
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dx
x( )1 2 3−

∫ = 2
3 2

cos sec tan
cos 1

tdt xtdt t c C
t x
= = + =

−
∫ ∫ + 。 

（10）令 tax tan= ，则  

dx
x a( )2 2+∫ 3

= 2 2 2 2 2

cos 1 sint xdt t c C
a a a x a

= + =
+

∫ + 。 

（11） x a
x a

dx
−
+∫ = 2 2 2 2

2 2
lnx a dx x a a x x a C

x a
−

= − − + − +
−

∫ 。 

（12） x
x

a x
dx

2 −∫ = ∫∫∫
−

+−−=
−

dx
xax

axdxxaxdx
xax

x
2

2

2

2

2
22

2
 

∫∫∫
−

+
−

−
−−−=

2

2

2

2
2

2
2

2
)2(2

xax
dxa

xax
xaxdadxxax  

2 2 232 arcsin 2 2
2 2

x a x aax x a a ax x C
a

− −
= − − + − − +  

2 23 32 arcsin
2 2

x a x aax x a C
a

+ −
= − − + + 。 

注：本题答案也可写成 23 2
2

x a ax x+
− − + 23 arcsin

2
xa C
a
+ 。 

（13）令 tdtdxtxxt === ,
2
12 2则， ，于是 

dx
x1 2+∫ = ln 1 2 ln(1 2 )

1
tdt t t c x x

t
= − + + = − + +

+∫ C。 

（14）令 dttdxtxxt 233 3,11 −=−=−= 则， ，于是 

x x d2 3 1−∫ x =  ∫∫ +−−=−− dttttdttt )2(3)1(3 963323

  
4 7 10
3 3 33 6 3(1 ) (1 ) (1 )

4 7 10
x x x= − − + − − − +C。 

（15） dx
x x 2 1−∫ =

1

2 2 2

1arccos
1 1
dx dx C

xx x x

−

− −
= − =

− −
∫ ∫ + 。 

（16）令 ，则 tax sin=

x
a x

dx
2

2 2−∫ = ∫∫ −= dttatdta )2cos1(
2

sin
2

22  
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2 2 2
2 21sin 2 arcsin

2 4 2 2
a a a xt t c x a x

a
= − + = − − +C。

ta

 

（17）令 ，则 x cos=

a x
x

dx
2 2

4

−
∫ = ∫∫ −=− xtd

a
dt

t
t

a
tantan1

cos
sin1 2

24

2

2  

2 2 3
3

2 2 3

( )1 1tan
3 3

a x
t c C

a a x
−

= − + = − ⋅ + 。 

（18） dx
x1 1 2+ −∫ = ∫∫

−

−
−−=

−− dx
xx

x
xx

dxx
22

2

2

2

1
11)11(  

    
2 2

2 2

1 1 1 1 arcsin
2 1 1

dx dx x x C
x xx x

−

−

− −
= − + + = + +

− −
∫ ∫ 。 

   注：本题也可令 后，解得 tx sin=

2

1arcsin tan( arcsin )
21 1

dx x x C
x

= −
+ −

∫ + 。 

（19）令 ，则 14 −= xt

∫ −
dx

x
x

34

15

)1(
= ∫∫

+
=

−
dt

t
tdx

x
x

3

3
4

34

12 )1(
4
1

)1(4
1  

2 3 2

1 3 3 1 1 3 3 1(1 ) ln
4 4 4 4

dt t t C
t t t t t

= + + + = + − − +∫ 8
 

4 4
4 4 2

1 3 3 1ln 1
4 4 4( 1) 8( 1)

x x C
x x

= + − − − +
− −

。 

（20） ∫ +
dx

xx n )1(
1 = ∫∫ −

−

−+ +
−=

+ n

n

nn x
dx

n
dx

xx 1
1

)1(
1

1  

1 1ln 1 ln
1

n
n

n

xx c C
n n

−= − + + = +
+ x

。 

⒊  求下列不定积分： 

⑴ x dxe2∫ x ;  ⑵ x x dln( )−∫ 1 x ; 

⑶ x x2 3sin∫ dx ;  ⑷
x

x
dx

sin2∫ ; 

 177



⑸ x xdcos2∫ x ;  ⑹ arcsin x dx∫ ; 

⑺ ∫ dxxtanarc ;  ⑻ ∫ xdxx tanarc2 ; 

⑼ ∫ xdxx 2tan ;  ⑽
arcsin x

x
dx

1−∫ ; 

⑾ ln2 x dx∫ ;  ⑿ x x d2 ln∫ x ; 

⒀ e sin−∫ x xdx5 ;  ⒁ e sinx x dx2∫ ; 

⒂
ln3

2

x
x

dx∫ ;  ⒃ cos(ln )x dx∫ ; 

⒄ (arcsin )x dx2∫ ;  ⒅ x dxe∫ x ; 

⒆ e x dx+∫ 1 ;  ⒇ ln( )x x+ +∫ 1 2 dx

x

. 

解（1） =x dxe2∫ −xxe 2

2
1 2 21 1e (2 1

2 4
x xdx e x C)= − +∫ 。 

(2) =x x dln( )−∫ 1 x
2

2 21 1 1 1 1ln( 1) ( 1) ln( 1)
2 2 1 2 4 2

x 2x x dx x x x x
x

− − = − − − − +
−∫ C

d2 3sin∫

。 

（3） =x x x ∫+ xdxxxx 3cos
3
23cos

3
1 2−  

∫−−= xdxxxxx 3sin
9
2)3cos33sin2(

9
1 2

 
22 1 2sin 3 ( )cos3

9 3 27
x x x x= − − C+ 。 

 （4） x
x

dx
sin2∫ = cot cot cot ln sinx x xdx x x x− + = − + +∫ C

cos2∫

。 

 （5） =x xdx ∫∫ −+=+ xdxxxxdxxx 2sin
4
1)2sin(

4
1)2cos1(

2
1 2  

      21 1( sin 2 ) cos 2
4 8

x x x x= + + +C。 

 （6） =arcsin x dx∫ 2

2
arcsin arcsin 1

1
xdxx x x x x

x
C− = + −

−
∫ + 。 

 （7） ∫ dxxtanarc 2
2

1arctan arctan ln(1 )
1 2
xdxx x x x x C

x
= − = − + +

+∫ 。 

 （8）∫ =xdxx tanarc2 ∫∫ +
+−=

+
− 2

23
2

3
3

13
1

6
1arctan

3
1

13
1arctan

3
1

x
xdxxxxdx

x
xxx  

      3 21 1 1arctan ln(1 )
3 6 6

2x x x x= − + + C+ 。 
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 （9） =∫ xdxx 2tan ∫∫ −−=− xdxxxxdxxx tan
2
1tan)1(sec 22  

      21tan ln cos
2

x x x x= − + +C。 

 （10） arcsin x
x

dx
1−∫ = ∫∫ +

+−−=−−
x

dxxxxxd
1

2arcsin121arcsin2  

      2 1 arcsin 4 1x x x= − − + + +C。 

 （11） =ln2 x dx∫ ∫− xdxxx ln2ln 2 2ln 2 ln 2x x x x x C= − + + 。

2 ln∫

 

 （12） x x dx 3 2 3 31 1 1 1ln ln
3 3 3 9

x x x dx x x x= − = −∫ C+

dx

。 

 （13） =e sin−∫ x xdx5 sin 5 5 cos5x xe x e x− −− + ∫   

(sin 5 5cos5 ) 25 sin 5x xe x x e x− −= − + − dx∫ ， 

所以  

e sin−∫ x xdx5 = 1 (sin 5 5cos5 )
26

xe x x−− + C+ 。 

 （14） e sinx x dx2∫ ∫∫ −= xdxedxe xx 2cos
2
1

2
1

∫−= xdxee xx 2cos
2
1

2
1

。 

∫∫∫ −+=+= xdxexxexdxexexdxe xxxxx 2cos4)2sin22(cos2sin22cos2cos ， 

从而 

∫ xdxe x 2cos 1 (cos 2 2sin 2 )
5

xe x x= + C+ ， 

所以 

e sinx x dx2∫ −= xe
2
1 1 (cos 2 2sin 2 )

10
xe x x C+ + 。 

（15） ln3

2

x
x

dx∫ ∫∫ +
+

−=+−= dx
x

x
x

xxdx
x

x
x

x
2

23

2

23 ln6ln3lnln3ln  

      ∫+
++

−= dx
xx

xxx
2

23 16ln6ln3ln 3 2ln 3ln 6ln 6x x x C
x

+ + +
= − + 。 

（16） =cos(ln )x dx∫ ∫+ dx
x

xxxx 1)sin(ln)cos(ln  

       ∫−+= dxxxxx )cos(ln)]sin(ln)[cos(ln ， 

所以 
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       cos(ln )x dx∫
1 [cos(ln ) sin(ln )]
2

x x x= + C+ 。 

 注：若令 ，则可看出本题与第（13）题本质上是同一种类型题。 xt ln=

（17） =(arcsin )x dx2∫ ∫
−

− xdx
x

xxx arcsin
1

2)(arcsin
2

2  

       ∫ −+= 22 1arcsin2)(arcsin xxdxx  

2 2(arcsin ) 2 1 arcsin 2x x x x x= + − − C+ 。 

（18）令 xt = ，则  ，于是  2tx =

x dxe∫ x = =tdttet∫2 dttete tt ∫− 42 2 = dtette tt ∫+− 4)2(2 2  

= 22 ( 2 2) 2 ( 2 2)t xe t t c e x x C− + + = − + + 。 

（19）令 1+= xt ，则  ，于是 12 −= tx

e x dx+∫ 1 = 12 e 2 2 2 ( 1) 2 ( 1 1)t t t t xtdt te e dt e t c e x C+= − = − + = + − +∫ ∫ 。 

（20） ∫ ++ dxxx )1ln( 2 = ∫
+

−++ dx
x

xxxx
2

2

1
)1ln(  

      2 2ln( 1 ) 1x x x x= + + − + +C。 

4． 已知 的一个原函数为)(xf
xx

x
sin1

sin
+

，求 ∫ ′ dxxfxf )()( 。 

 解 由题意 

)(xf = 2

2

)sin1(
sincos

sin1
sin

xx
xx

xx
x

+
−

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

， 

于是 

∫ ′ dxxfxf )()( =
2 2

2
4

1 (cos sin )( ) ( ) ( )
2 2(1 sin )

x xf x df x f x C C
x x
−

= + = +
+∫ 。 

5．设 ，求 。 xxxf 22 tan2cos)(sin +=′ )(xf

 解 设 ，则 xt 2sin=

t
tt

tt
x

xxtf 2
1

1
1

21
sin1

sinsin21)( 2

2
2 −

−
=

−
+−=

−
+−=′ ， 
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从而 

)(xf = 21( ) ( 2 ) ln 1
1

f x dx x dx x x C
x

′ = − = − − − +
−∫ ∫ 。 

6．设
x

xxf )1ln()(ln +
= ，求 。 ∫ dxxf )(

 解 令 ，则 xt ln= t

t
t

e
etfex )1ln()(, +

== ，于是 

∫ dxxf )( = ∫∫ −+−=
+ xx
x

x

deedx
e

e )1ln()1ln( = ∫ +
+

+
− − dx

e
ee

e
e

x

x
x

x

x

1
)1ln(  

ln(1 ) 1 ln(1 ) ln( 1)
1

x x
x x

x x x

e ede e C
e e e

− −
−

+ +
= − − = − − + +

+∫  

( 1) ln(1 )x xe e−= − + + + +x C。 

7. 求不定积分 ∫ +
dx

xx
x
cossin

cos
与 ∫ +

dx
xx

x
cossin

sin
。 

 解 记 =1I ∫ +
dx

xx
x
cossin

cos
， =2I ∫ +

dx
xx

x
cossin

sin
，则  

1I  + =2I 1dx x C= +∫ ， 1I 2I− = 2
(sin cos ) ln sin cos
sin cos

d x x x x C
x x
+

= + +
+∫ ， 

于是  

1I = 1 ( ln sin cos )
2

x x x+ + +C， =2I 1 ( ln sin cos )
2

x x x C− + + 。 

8．求下列不定积分的递推表达式（ 为非负整数）： n

⑴ In = ∫ xdxnsin ;  ⑵ In = ∫ xdxntan ; 

⑶ In =
dx

xncos∫ ;  ⑷ In = x x dn sin∫ x ; 

⑸ In = e sinx n x dx∫ ;  ⑹ In = ∫ dxxx nlnα ; 

⑺ In =
x

x
dx

n

1 2−∫ ;  ⑻ In =
dx

x xn 1+∫ . 

 解（1）

=In = ∫ xdxnsin ∫∫ −−− −+−=− xdxxnxxxxd nnn 2211 cossin)1(cossincossin  

          ∫ −−+−= −− dxxxnxx nn )sin1(sin)1(cossin 221  

          ， 1
2sin cos ( 1)(I I )n

nx x n−
−= − + − − n

 于是  
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1
2

1 1I sin cos I ( 2,3, 4,n
n n

nx x n
n n

−
− )−

= − + = ， 

 其中 0 1I , I cosx C x= + = − +C。 

（2） =In = ∫ xdxntan 2
222 Itantan)1(sectan −

−− −=− ∫∫ n
nn xxddxxx  

     ),4,3,2(Itan
1

1
2

1 =−
−

= −
− nx

n n
n ， 

 其中 0 1, ln cosI x C I x C= + = − + 。 

（3） In =
dx

xncos∫ = xdx
x

xn
x

x
x
xd

nnn sin
cos

tan)2(
cos

tan
cos

tan
122 ∫∫ −−− −−=  

     )II)(2(
cos

tan
cos

cos1)2(
cos

tan
2n2

2

2 −−− −−−=
−

−−= ∫ nnnn n
x

xdx
x

xn
x

x
， 

 于是  

In = ),4,3,2(I
1
2

cos
sin

1
1

21 =
−
−

+
− −− n

n
n

x
x

n nn ， 

 其中 0 1, ln sec tanI x C I x x C= + = + + 。 

（4） =In = x x dx  n sin∫ ∫∫ −+−=− xdxxnxxxdx nnn coscoscos 1

     ∫ −− −−+−= xdxxnnxnxxx nnn sin)1(sincos 21  

     ， ),4,3,2(I)1(sincos 2
1 =−−+−= −
− nnnxnxxx n

nn

 其中 0 1cos , cos sinI x C I x x x C= − + = − + + 。 

（5） =In = e sinx n x dx∫ ∫ −− dxxxnxe nxnx cossinesin 1  

     ∫ −−+−= −− dxxxxnnxxnexe nnxnxnx ]sincossin)1[(ecossinsin 221  

     ， ]II)1[(cossinsin 2
1

nn
nxnx nnnxxnexe −−+−= −
−

 于是 

 In = ),4,3,2(I
1

)1()cossin(sin
1

1
22

1
2 =

+
−

+−
+ −

− n
n

nnxxnxe
n n

nnx ， 

 其中 0 1
1, (sin cos )
2

x xI e C I e x x C= + = − + 。 

（6）当 1−=α 时， 
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In = ∫ − dxxx nln1 = 11ln ln ln
1

n nx d x x C
n

+= +
+∫ ； 

     当 1−≠α 时， 

In = ∫ dxxx nlnα ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−

+
= ∫ −++ dx

x
xxnxx nn 1lnln

1
1 111 αα

α
 

                  ),3,2,1(I
1

ln
1

1
1

1 =
+

−
+

= −
+ nnxx n

n

αα
α ， 

 其中 1
0

1
1

I x Cα

α
+= +

+
。 

（7） In =
x

x
dx

n

1 2−∫ dxxxnxxxdx nnn 222121 1)1(11 −−+−−=−−= ∫∫ −−−  

     dx
x

xxnxx
n

n ∫
−

−
−+−−=

−
−

2

22
21

1
)1()1(1 )II)(1(1 2

21
nn

n nxx −−+−−= −
− ， 

 于是  

In = ),4,3,2(I111
2

21 =
−

+−− −
− n

n
nxx

n n
n ， 

 其中 2
0 1arcsin , 1I x C I x C= + = − − + 。 

（8） In =
dx

x xn 1+∫ dx
x

xn
x

x
x

xd
nnn ∫∫ +

+
+

+
=

+
= 1

121212  

     )II(212
1

1212 11 nnnnn n
x

xdx
xx

xn
x

x
++

+
=

+
+

+
+

= ++∫ , 

 于是  

In = )2,3,4,(nI
22
321

1
1

11 =
−
−

−
+

−
− −− nn n

n
x

x
n

。 

 其中 0 2 1 ,I x C= + + 1
1 1ln
1 1

xI C
x

+ −
= +

+ +
。 

9．导出求
( )ax b dx

x x
+

+ +∫ 2 22ξ η
，

( )ax b dx
x x

+
+ +∫ 2 22ξ η

和 ( )ax b x x dx+ + +∫ 2 22ξ η 型不

定积分的公式。 

 解 
( )ax b dx

x x
+

+ +∫ 2 22ξ η
= ∫∫ −++

−+
++
++

22222

22

)(
)(

2
)2(

2 ξηξ
ξ

ηξ
ηξ

x
dxab

xx
xxda
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= 2 2

2 2 2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

ln ,

ln 2 arctan
2

ln 2 ln
2 2

b aa x C
x

a b a xx x C

xa b ax x C
x

ξξ ξ η
ξ
ξ ξξ η ξ

η ξ η ξ

ξ ξ ηξ

η

ξ η ξ
ξ η ξ ξ η

⎧
⎪ −

+ − + =⎪
+⎪

⎪ − +⎪ + + + +⎨
− −⎪

⎪
+ − −−⎪ + + + +⎪ − + + −⎪⎩

；

， 〈 ；

， 〉η。

 

2 2

( )
2

ax b dx
x xξ η

+

+ +
∫

2 2

2 2

( 2 )
2 2
a d x x

x x
ξ η
ξ η

+ +
=

+ +
∫ 2 2

( )
2
dxb a

x x
ξ

ξ η
+ −

+ +
∫  

2 22a x xξ η= + + 2 2( ) ln 2b a x x x Cξ ξ ξ η+ − + + + + + 。 

( )ax b x x dx+ + +∫ 2 22ξ η  

2 2 2 22 ( 2 )
2
a x x d x xξ η ξ= + + +∫ η+ 2 2( ) 2b a x x dxξ ξ η+ − + +∫  

3
2 2 2 2 2 2 2 22( 2 ) ( ) 2 ( ) ln ( ) 2

3 2
a b ax x x x x x x xξξ η ξ ξ η η ξ ξ ξ η− ⎡ ⎤= + + + + + + + − + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

。

10．求下列不定积分: 

⑴ ( )5 3 22x x x+ + +∫ dx ;  ⑵ ( )x x x− + −∫ 1 2 52 dx ; 

⑶
( )x dx
x x
−
+ +∫
1

12
;  ⑷

( )x dx
x x

+
+ −∫

2
5 2

. 

解（1） ( )5 3 22x x x dx+ + +∫ = ∫∫ +++++++ dxxxxxdxx 2
2
1)2(2

2
5 222  

       =
3

2 2 225 2 1 7 1( 2) 2 ln( 2)
3 8 16 2

xx x x x x x x+
+ + + + + + + + + + +C。 

  （2） ( )x x x d− + −1 2 52 x∫ = ∫∫ −+−−+−+ dxxxxxdxx 522)52(52
2
1 222  

       =
3

2 2 221 ( 2 5) ( 1) 2 5 6ln 1 2 5
3

x x x x x x x x+ − − + + − + + + + − +C。 

  （3）
( )x dx
x x
−
+ +∫
1

12
= ∫∫

++
−

++

++

4
3)

2
1(

2
3

1
)1(

2
1

2
2

2

x

dx
xx
xxd
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       = 2 23 11 ln( 1)
2 2

x x x x x+ + − + + + + +C。 

  （4）
( )x dx

x x
+
+ −∫

2
5 2

= ∫∫
−+

+
−+

−+
−

22

2

52
5

5
)5(

2
1

xx
dx

xx
xxd

 

       = 2 5 2 15 arcsin
2 21

xx x C−
− + − + + 。       

11． 设 次多项式 ,系数满足关系n p x a xi
i

n
i( ) =

=
∑

0
∑
=

=
−

n

i

i

i
a

1
0

)!1(
，证明不定

积分 ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ dxe

x
p x1

是初等函数。 

 证 设 ∫= dxe
x

I x
kk

1
，则 

∫∫ −−− −
+

−
−=

−
−= dxe

xkx
e

kx
de

k
I x

kk

x

k
x

k 111

1
1

1
1

11
1

1
， 

11

1 1 ( 2,3, ,
1 1

x

kk

e )I k n
k x k −−= − + =
− −

， 

由此得到 

1
1 1( ) ( 2,3, , )

( 1)!

x
x

k k
eI q e dx k

x k x−= + =
− ∫ n ， 

其中 是 t的 次多项式。当)(1 tqk− 1−k ∑
=

=
−

n

i

i

i
a

1
0

)!1(
时，积分 

    ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ dxe

x
p x1 = 0 0 1

1 2 1

1( )
( 1)!

x xn n n
x x x i

i i ii
i i i

ae ea e a dx a e a q e dx
x x i x−

= = =

+ = + +
−∑ ∑ ∑∫ ∫  

    = 0 1
2

1( )
n

x x
i i

i
a e a q e C

x−
=

+ +∑   

为初等函数。 
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