
习  题  7.2  定积分的基本性质 

 

1． 设 在[ , 上可积， 在[ , 上定义，且在[ , 中除了有限 f x( ) ]a b g x( ) ]a b ]a b

个点之外，都有 ，证明 在[ , 上也可积，并且有 f x g x( ) ( )= g x( ) ]a b

f x dx g x dx
a

b

a

b
( ) ( )∫ ∫= 。 

证  设仅在 ),,2,1( picx i "== 处 )()( xgxf ≠ 。对区间 作划分：

，任取

],[ ba

bxxxxa nn =<<<<= −110 " ],[ 1 iii xx −∈ξ ，则 

1 1
( ) ( )

n n

i i i ix ' ( ( ) ( ))i ig fξ ξ
i i

g x fξ ξ
= =

∆ − ∆∑ ∑ ix= − ∆∑ ， 

其中 表示仅对含有{'∑ }ic 中点的小区间（至多 个）求和。 2 p

   记 1 2sup ( ) , sup ( )
a x b a x b

M g x M f x
≤ ≤ ≤ ≤

= = , ,0>∀ε 取
1 22 ( )p M M
εδ =
+

，则当 

δλ <∆=
≤≤

}{max
1 ini

x 时,  

' ( ( ) ( ))i i ig f xξ ξ ε− ∆ <∑ , 

所以由 可积, 可知 也可积, 且成立 。 f x( ) g x( ) f x dx g x dx
a

b

a

b
( ) ( )∫ ∫=

2．设 和 在[ , 上都可积，请举例说明一般有 f x( ) g x( ) ]a b

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛≠ ∫∫∫

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  。 

解   例如 ]2,0[,1)()( ∈== xxgxf ，则
2 2

0 0
( ) 2, ( ) 2f x dx g x dx= =∫ ∫ ， 

2

0
( ) ( ) 2f x g x dx =∫ ,所以 。 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛≠ ∫∫∫

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()()(

3． 证明：对任意实数 ，只要 ， 和 都存

在，就成立 

cba ,, f x dx
a

b
( )∫ f x dx

a

c
( )∫ f x dx

c

b
( )∫

f x dx f x dx f x dx
a

b

a

c

c

b
( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫= + 。 
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 证  如设 cba << ，则 ，于是  ∫∫∫ +=
c

b

b

a

c

a
dxxfdxxfdxxf )()()(

∫
b

a
dxxf )( = 。 ∫

c

a
dxxf )( ∫∫∫ +=−

b

c

c

a

c

b
dxxfdxxfdxxf )()()(

   其他情形可类推。 

4．判断下列积分的大小： 

⑴  和 ； xdx
0

1
∫ x dx2

0

1
∫  ⑵  和 ； xdx

1

2
∫ x dx2

1

2
∫

⑶ ( )
1
22

1 x dx
−

−
∫  和 ； 2

0

1 x dx∫  ⑷ sin xdx
0
2
π

∫  和 xdx
0
2
π

∫ 。 

解（1）当 时， ，所以 > 。 )1,0(∈x 2xx > xdx
0

1
∫ x dx2

0

1
∫

  （2）当 时， ，所以 )2,1(∈x 2xx < xdx
0

1
∫ < x dx2

0

1
∫ 。 

  （3）当 )1,2( −−∈x 时， 2)
2
1( >x ，而当 )1,0(∈x 时， 22 <x ， 

由积分第一中值定理，可得 ( )
1
22

1 x dx
−

−
∫ > 2

0

1 x dx∫ 。 

  （4）当 时， ，所以 0>x xx <sin sin xdx
0
2
π

∫ < xdx
0
2
π

∫ 。 

5．设 在 上连续， 但不恒为 0，证明 f x( ) [ , ]a b f x( ) ≥ 0

f x dx
a

b
( )∫ > 0。 

证  证明一：不妨设 ),(,0)( 00 baxxf ∈> 。由 0)()(lim 0
0

>=
→

xfxf
xx

，存在

与

0c >

{ }0 00( min , )a x b xδ δ> < − − ，使得当 ),( 00 δδ +−∈ xxx 时，成立 。

于是 

cxf >)(

( )
b

a
f x dx =∫

0 ( )
x

a
f x dx

δ−
+∫

0

0

( )
x

x
f x dx

δ

δ

+

−
+∫

0

( )
b

x
f x dx

δ+
≥∫

0

0

( )
x

x
f x dx

δ

δ

+

−∫ 2c 0δ≥ > 。 

0( ) 0f x > , 0x a= 或 0x b= 的情况可类似证明。 

证明二：用反证法。若 ，则0)( =∫
b

a
dxxf [ , ], ( ) 0

t

a
t a b f x dx∀ ∈ =∫ 。由于

在 [ , 上可导，且∫=
t

a
dxxftF )()( ]a b ],[),()( battftF ∈=′ ，所以有 ，

与题设矛盾，从而必定成立 。 

( ) 0f t ≡

0)( >∫
b

a
dxxf

6．设 在[ , 上连续，且 ，证明 在[ , 上恒为 0。 f x( ) ]a b f x dx
a

b 2 0( )∫ = f x( ) ]a b
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证 由 在 上连续，可知f x( ) [ , ]a b 2 ( )f x 在 [ , 上连续，且 。由

上题即可得到结论。 

]a b 2 ( ) 0f x ≥

7．设函数 在 上连续，在 内可导，且满足 )(xf ],[ ba ),( ba

)()(2 2 bfdxxf
ab

ba

a
=

− ∫
+

。 

证明：存在 ),( ba∈ξ ，使得 0)( =′ ξf 。 

证  由积分第一中值定理， [ , ],
2

a baη +
∃ ∈  使得 

( )f η = )()(2 2 bfdxxf
ab

ba

a
=

− ∫
+

， 

再对 在[ ,)(xf ]bη 上应用 Rolle 定理， ( , ) ( , )b a bξ η∃ ∈ ⊂ ，使得 0)( =′ ξf 。 

8．设 )(tϕ 在 上连续， 在],0[ a )(xf ),( +∞−∞ 上二阶可导，且 。证

明 

0)( ≥′′ xf

≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∫

a
dtt

a
f

0
)(1 ϕ ∫

a
dttf

a 0
))((1 ϕ 。 

证  将区间 作划分：],0[ a atttt nn =<<<<= −1100 " ，记 

],[},{max, 111 iiiiniiii tttttt −≤≤− ∈∆=−=∆ ξλ 。由于 下凸，由 Jensen 不等式（第

5.1 节习题 24）,得到  

f

             ∑∑
==

∆
≤⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∆ n

i

i
i

n

i

i
i a

t
f

a
t

f
11

))(()( ξϕξϕ ， 

令 0→λ ，上述不等式就转化为 

             ≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫

a
dtt

a
f

0
)(1 ϕ ∫

a
dttf

a 0
))((1 ϕ 。 

9．设 在 上连续，且单调减少，证明对任意f x( ) ]1,0[ ]1,0[∈α ，成立 

∫∫ ≥
1

00
)()( dxxfdxxf α

α
。 

证  证明一：问题等价于证明对任意 ]1,0[∈α ，成立 
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∫∫ ≥−
1

0
)()()1(

α

α
αα dxxfdxxf 。 

对不等式两端应用积分第一中值定理，则存在 1 [0, ]x α∈ 及

2 [ ,1]x α∈ ，使得
0

(1 ) ( )f x dx
α

α− ∫ = 1(1 ) ( )f xα α− 及
1

2( ) (1 ) ( )f x dx f x
α

α α α= −∫ 。

由于显然有 ，所以得到 。 )()( 21 xfxf ≥ ∫∫ ≥−
1

0
)()()1(

α

α
αα dxxfdxxf

证明二：设 ，则 。由积

分第一中值定理，

1

0 0
( ) ( ) ( )F f x dx f x dx

α
α α= −∫ ∫

1

0
'( ) ( ) ( )F f f xα α= − ∫ dx

[0,1],ξ∃ ∈ 使得
1

0
( ) ( )f f x dxξ = ∫ ，即 '( ) ( ) ( )F f fα α ξ= − 。 

由于 单调减少，所以当f 0 α ξ< < 时， '( ) 0F α ≥ ，即 ( )F α 单调增加；

当 1ξ α< < 时， '( ) 0F α ≤ ，即 ( )F α 单调减少。由 (0) (1) 0F F= = ，即可得

到 ],1,0[∈∀α 成立 ( ) 0F α ≥ 。  

证明三：当 0=α 时，不等式显然成立。当 ]1,0(∈α 时，令 tx α= ，利用

单调减少，就得到 。 f ∫∫∫ ≥=
1

0

1

00
)()()( dttfdttfdxxf ααα

α

10．（Young不等式）设 y f x= ( )是[ , )0 ∞ 上严格单调增加的连续函数， 

且 ，记它的反函数为0)0( =f x f y= −1( )。证明 

+∫
a

dxxf
0

)( 1

0
( )

b
f y dy ab− ≥∫  （ ）。 a b> >0, 0

证  先证当 时等号成立。 )(afb =

将区间 作划分：],0[ a axxxx nn =<<<<= −1100 " ，记 

),,2,1,0()( nixfy ii "== ，则 byyyy nn =<<<<= −1100 " ，再记  

11 , −− −=∆−=∆ iiiiii yyyxxx ，于是  

∑∑∑∑
=

−
=

−−
=

−

=
− −+−=∆+∆

n

i
iii

n

i
iii

n

i
ii

n

i
ii yyxxxyyyfxxf

1
1

1
11

1

1

1
1 )()()()(  

abyxyx nn =−= 00 ， 

记 }{max
1 ini

x∆=
≤≤

λ ，当 0→λ 时， 的极限为  ∑∑
=

−

=
− ∆+∆

n

i
ii

n

i
ii yyfxxf

1

1

1
1 )()(
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             ， +∫
a

dxxf
0

)( ∫ −b
dyyf

0

1 )(

这就证明了当 时， )(afb = +∫
a

dxxf
0

)( ∫ −b
dyyf

0

1 )( ab= 。 

在一般情况下，设 1

0 0
( ) ( ) ( )

a b
F a f x dx f y dy ab−= +∫ ∫ − ，则  

'( ) ( )F a f a b= − 。记 ，可知当( )f T b= 0 a T< < 时， 单调减少，当

时， 单调增加，所以 在

( )F a a T>

( )F a ( )F a a T= 处取到最小值。由上面的讨论，

可知最小值 ，从而 ，这就是所要证明的。 ( ) 0F T = ( ) 0F a ≥

注 当 时，)(afb = +∫
a

dxxf
0

)( ∫ −b
dyyf

0

1 )( ab= 的结论也可直接从几何图形

上看出。 

11． 证明定积分的连续性：设函数 和f x( ) f x( )h = f x h( )+ 在[ , 上可

积，则有 

]a b

lim | ( ) ( )|
h ha

b
f x f x dx

→
− =∫

0
0。 

证  由于 在[ , 上可积，可知存在f xh ( ) = f x h( )+ ]a b 0>δ ，使得

在

f x( )

],[ δδ +− ba 上可积。设 ( )f x M≤ )],[( δδ +−∈ bax 。 

由于 在[ , 上可积，f x( ) ]a b 0ε∀ > ，存在对区间[ , 等分的划分 ，

使得当

]a b n P

8
b a

n M
ε−

< 时，成立 

              
1 6

n

i i
i

x εω
=

∆ <∑ ，其中 ),,2,1( ni
n

abxi "=
−

=∆ 。 

另外，当
b a

n
δ−

< 时，记 10 , +nωω 分别是 在区间)(xf [ ,b aa a
n
−

− ]和

[ , ]b ab b
n
−

+ 上的振幅，则 0 2Mω ≤ ， 1 2n Mω + ≤ 。 

因为 

11 1

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | ( ) ( )i

i

n nb x

h h ia x
i i

i if x f x dx f x f x dx f h f xξ ξ
−= =

− = − = + −∑ ∑∫ ∫ ∆ ， 
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且当 min ,
8

b ah
n M

ε δ− ⎧< < ⎨
⎩ ⎭

⎫
⎬ ]i时，由 1[ ,i ix xξ −∈ ，可知 

2 1 1 1[ , ] [ , ] [ ,i i i i i ih x x x x x x ]iξ − − − ++ ∈ ∪ ∪ ，其中 1 1, n
b a b ax a x b

n n− +

− −
= − = + ，从而

有 11)()( +− ++≤−+ iiiii fhf ωωωξξ ，于是  

∫ −
b

a h dxxfxf |)()(| εεεωωεωωω =+<
−

++<∆++≤ +
=

+−∑ 22
)(

2
)( 10

1
11 n

abx n

n

i
iiii ， 

所以 

lim | ( ) ( )|
h ha

b
f x f x dx

→
− =∫

0
0。 

12．设 和 在[ , 上都可积，证明不等式 f x( ) g x( ) ]a b

(1) （Schwarz不等式） ； ∫∫∫ ⋅≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 22

2

(2) （Minkowski不等式） 

{ } { } { }2
1

22
1

22
1

2 )()()]()([ ∫∫∫ +≤+
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf 。 

 证（1）由于对任意的 ，积分t 2[ ( ) ( )] 0
b

a
tf x g x dx+ ≥∫ ，即 

2 2 ( )
b

a
t f x dx +∫ 2 ( ) ( )

b

a
t f x g x dx +∫ 2 ( ) 0

b

a
g x dx ≥∫  

所以其判别式恒为非正的，也就是成立 

         ； ∫∫∫ ⋅≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 22

2

（2）由 ( ) ( )
b

a
f x g x dx ≤∫ { }

1
22 ( )

b

a
f x dx∫ { }

1
22 ( )

b

a
g x dx∫ ，得到 

2 ( )
b

a
f x dx +∫ 2 ( ) ( )

b

a
f x g x dx +∫ 2 ( )

b

a
g x dx∫  

2 ( )
b

a
f x dx≤ +∫ { }

1
222 ( )

b

a
f x dx∫ { }

1
22 ( )

b

a
g x dx∫ 2 ( )

b

a
g x dx+∫ ， 

即 
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2[ ( ) ( )]
b

a
f x g x dx+∫ { } { }

21 1
2 22 2( ) ( )

b b

a a
f x dx g x dx

⎡ ⎤
⎢ ⎥≤ +
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ， 

两边开平方，即得到 

   { } { } { }2
1

22
1

22
1

2 )()()]()([ ∫∫∫ +≤+
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf 。 

13．设 和 在[ , 上连续，且 ， ，证明 f x( ) g x( ) ]a b 0)( ≥xf 0)( >xg

{ } )(max)()]([lim
1

xfdxxgxf
bxa

nb

a

n

n ≤≤∞→
=∫ 。 

证  因为在[ , 上 ，所以有]a b 0)( >xg 0 ( )m g x M< ≤ ≤ < +∞。记 

( ) max ( )
a x b

A f f xξ
≤ ≤

= = ，不妨设 （因为0A > 0A = 时等式显然成立）。 由

)()(lim ξ
ξ

fxf
x

=
→

, 可知 0 Aε∀ < < ， ],[],[ ba⊂∃ βα ，使得 ],[ βαξ ∈ ，且当 

],[ βα∈x 时，成立 0 ( )A f x Aε< − < ≤ ，于是 

{ }
11 1

( )[ ( )] ( ) ( ) [ ( )]
b nnn n
a

A m f x g x dx A Mε β α− − ≤ ≤ −∫ b a 。 

由于当 时n → ∞
1

[ ( )]nm β α− 1→ ，
1

[ ( )]nM b a− 1→ ，所以 0N∃ > ，当 时，

成立

Nn >.

1

[ ( )] 1nm
A
εβ α− > − 与

1 2[ ( )] 1nM b a
A
ε

− < + ， 从而当 时，成立  Nn >.

{ }
1

2 ( ) ( )
b nn

a
A f x g x dx A 2ε ε− < < +∫ ，即 { }

1

( ) ( ) 2
b nn

a
f x g x dx A ε− <∫ ，所以 

{ }
1

lim [ ( )] ( ) max ( )
b nn

an a x b
f x g x dx A f x

→∞ ≤ ≤
= =∫ 。 
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