
第十二章  多元函数的微分学 
 

习 题  12. 1  偏导数与全微分 
 

1． 求下列函数的偏导数： 
（1） ；    （2） ； 6245 6 yyxxz +−= )ln( 222 yxxz +=

（3）
y
xxyz += ；         （4） ； )(cos)sin( 2 xyxyz +=

（5） ；    （6）)sin(cose yxyz x += ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xz

2

tan ；  

（7）
x
y

y
xz cossin ⋅= ；     （8） ；     yxyz )1( +=

（9） ；      （10）)lnln( yxz +=
xy
yxz

−
+

=
1

arctan ；  

（11） ；      （12）)( 222

e zyxxu ++= z
y

xu = ;        
（13）

222

1
zyx

u
++

= ；    （14） ；  zyxu =

（15） ， 为常数； （16） 为常数。 
1

n

i i
i

u a
=

= ∑ x ia jiij

n

ji
jiij aayxau == ∑

=

,
1,

解 (1) 234 245 yxx
x
z

−=
∂
∂

， yxy
y
z 45 126 −=
∂
∂

。 

(2) 22

3
22 2)ln(2

yx
xyxx

x
z

+
++=

∂
∂

， 22

22
yx
yx

y
z

+
=

∂
∂

。 

(3) 
y

y
x
z 1

+=
∂
∂

， 2y
xx

y
z

−=
∂
∂

。 

(4) [ ])2sin()cos( xyxyy
x
z

−=
∂
∂

， [ ])2sin()cos( xyxyx
y
z

−=
∂
∂

。 

(5) )sinsin(cos yyxye
x
z x ++=
∂
∂

， )sincos( yyxe
y
z x −=
∂
∂

。 

(6) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∂
∂

y
x

y
x

x
z 2

2sec2
， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂

y
x

y
x

y
z 2

2
2

2
sec 。 

(7) 
x
y

y
x

yx
z coscos1
=

∂
∂

x
y

y
x

x
y sinsin2+ ，

x
y

y
x

y
x

y
z coscos2−=
∂
∂

x
y

y
x

x
sinsin1

− 。  
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(8) 12 )1( −+=
∂
∂ yxyy
x
z

， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+++=
∂
∂

xy
xyxyxy

y
z y

1
)1ln()1( 。 

(9) 
yxx

z
ln
1
+

=
∂
∂

， 
)ln(

1
yxyy

z
+

=
∂
∂

。 

(10) 注意 ，arctan arctanz x y= + 21
1
xx

z
+

=
∂
∂

， 21
1
yy

z
+

=
∂
∂

。 

(11) )3( 222 zyx
x
u

++=
∂
∂ )( 222 zyxxe ++ ， =

∂
∂
y
u xy2 )( 222 zyxxe ++ ， 

=
∂
∂
z
u xz2 )( 222 zyxxe ++ 。 

(12) 
1−

=
∂
∂ z

y

x
z
y

x
u

， =
∂
∂
y
u z

y

x
z
xln
， =

∂
∂
z
u z

y

x
z

xy
2

ln
− 。 

(13) 
( )2

3
222 zyx

x
x
u

++

−=
∂
∂

， =
∂
∂
y
u

( )2
3

222 zyx

y

++

− ， =
∂
∂
z
u

( )2
3

222 zyx

z

++

− 。 

(14) 1−=
∂
∂ zyz xy
x
u

， =
∂
∂
y
u xxzy

zyz ln1− ， =
∂
∂
z
u yxxy

zyz lnln 。 

(15) nia
x
u

i
i

,,2,1, ==
∂
∂

。 

(16) niya
x
u n

j
jij

i
,,2,1,

1
==

∂
∂

∑
=

， njxa
y
u n

i
iij

j
,,2,1,

1
==

∂
∂

∑
=

。 

2. 设 22),( yxyxyxf +−+= ，求 及 。 )4,3(xf )4,3(yf

解  因为
2 2 2 2

1 , 1x y
x yf f

x y x
= − = −

+ + y
，所以 

5
2)4,3( =xf ，

5
1)4,3( =yf 。 

3. 设 2

e y
x

z = ，验证 02 =
∂
∂

+
∂
∂

y
zy

x
zx 。 

证  由于 2 2

2 3

1 e , e
x x
y yz z

x y y y
∂ ∂

= = −
∂ ∂

2x
，所以 

02 =
∂
∂

+
∂
∂

y
zy

x
zx 。 
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4. 曲线
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+
=

4

,
4

22

y

yxz 在点 处的切线与 轴的正向所夹的角度是

多少？ 

)5,4,2( x

解 以 x为参数，曲线在点 处的切向量为)5,4,2(
2

( , , ) (1,0,1
x

dx dy dz
dx dx dx =

= )，

设它与 轴的正向所夹的角度为x θ，则 
(1,0,1) 1cos (1,0,0)

2 2
θ = ⋅ = ， 

所以
4
πθ = 。 

5. 求下列函数在指定点的全微分： 
  （1） ，在点 ； 223),( xyyxyxf −= )2,1(
  （2） ，在点 ； )1ln(),( 22 yxyxf ++= )4,2(

  （3） 2

sin),(
y

xyxf = ，在点 和)1,0( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 2,

4
π
。 

解 (1) 因为 ，所以 2 2( , ) (6 ) (3 2 )df x y xy y dx x xy dy= − + −

dydxdf −= 8)2,1( 。 

(2) 因为
2 2 2 2

2 2( , )
1 1

x ydf x y dx dy
x y x y

= +
+ + + +

，所以 

dydxdf
21
8

21
4)4,2( += 。 

(3) 因为 2 3

cos 2sin( , ) x xdf x y dx dy
y y

= − ，所以 

dxdf =)1,0( , dydxdf
8
2

8
2)2,

4
( −=
π

。 

6. 求下列函数的全微分： 
   （1） ；      （2） ； xyz = xyxyz e=

   （3）
yx
yxz

−
+

= ；        （4）
22 yx

yz
+

= ； 

   （5） 222 zyxu ++= ；      （6） 。 )ln( 222 zyxu ++=

解 (1)  。 dyxyydxydz xx 1ln −+=

(2)  。 ))(1( xdyydxxyedz xy ++=
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(3) dy
yx
xdx

yx
ydz 22 )(

2
)(

2
−

+
−

−=  。 

(4) dx

yx

xydz
2
3

22 )( +

−= dy

yx

x

2
3

22

2

)( +

+  。 

(5) 
222 zyx

zdzydyxdxdu
++

++
=  。 

(6) 222
)(2

zyx
zdzydyxdxdu

++
++

= 。 

7.  求函数 在点 处的沿从点 到点 方向的方

向导数。 

yxz 2e= )0,1(P )0,1(P )1,2( −Q

解 由于 1 2
(2, 1) (1,0) 1 (1, 1) ( , )

| | | (2, 1) (1,0) | 2
PQ v v
PQ

− −
= = = − =

− −
v ，且 

2 2e , 2 ey yz z x
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

， 

所以 

1 2
1
2

z z zv v
x y

∂ ∂ ∂
= + = −

∂ ∂ ∂v 。 

8.  设 ，求它在点 处的沿方向22 yxyxz +−= )1,1( )sin,(cos αα=v 的方向

导数，并指出： 
      （1）沿哪个方向的方向导数最大？ 
      （2）沿哪个方向的方向导数最小？ 

（3）沿哪个方向的方向导数为零？ 

解 由于 

cos sin (2 )cos (2 )sinz z z x y y x
x y

α α α∂ ∂ ∂
= + = − + −

∂ ∂ ∂v α， 

所以 

(1,1) cos sinz α α∂
= +

∂v
sin( ) sin 2sin cos( )

2 4 4
π π πα α α= − + = − , 

(1) 当
4
πα = 时，沿 )

4
sin, ππ

4
(cos=v ，方向导数最大。  
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(2) 当 5
4
πα = 时，沿 )

4
5sin,5 ππ

4
(cos=v ，方向导数最小。 

(3) 当 3 7,
4 4
π πα = 时，沿 )

4
3sin,3 ππ

4
(cos=v  或 )

4
7sin,7 ππ

4
(cos=v ，方向

导数为零。 

9． 如果可微函数 在点 处的从点 到点 方向的方向

导数为 2，从点 到点 方向的方向导数为-2。求 
),( yxf )2,1( )2,1( )2,2(

)2,1( )1,1(
（1）这个函数在点 处的梯度； )2,1(
（2）点 处的从点 到点 方向的方向导数。 )2,1( )2,1( )6,4(

解  ，1v = (2, 2) (1, 2) (1,0)− =
1

1 0z z z z
x y x

2∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = =

∂ ∂ ∂ ∂v
。 

2v = (1,1) (1, 2) (0, 1)− = − ，
2

0 ( 1)z z z z
x y y

2∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ − = − = −

∂ ∂ ∂ ∂v
。 

所以在 处， )2,1(

2z z
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

。 

(1) 。 )2,2()2,1(grad =f

(2) 因为 (4 ，, 6) (1, 2) (3, 4)− =
2 2

(3, 4) (3, 4)
53 4

= =
+

v ，所以 

(1,2)
3 4 12 2
5 5

f∂ 4
5

= ⋅ + ⋅ =
∂v

。 

10. 求下列函数的梯度： 

（1） ；   （2）)sin(22 xyyxz += ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= 2

2

2

2

1
b
y

a
xz ； 

    （3） ，在点 。 zyxyzxyzyxu 5264332 222 −−+++++= )1,1,1(

解 (1)  。 ))cos()sin(2),cos(2(grad 23 xyxyxyyxyyxz ++=

(2) )2,2(grad 22 b
y

a
xz −−= 。 

(3) ， 。 grad (2 3 6, 4 3 4 2,6 4 5u x y y x z z y= + + + + − + − ) )5,9,11()1,1,1(grad =u

11.  对于函数 ，在第Ι象限（包括边界）的每一点，指出

函数值增加最快的方向。 
xyyxf =),(
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解  在 点, 函数值增长最快的方向为)0,0(),( ≠yx ),(grad xyf = ;  

在 点, 由于梯度为零向量，不能直接从梯度得出函数值增长

最快的方向。设沿方向

)0,0(

)sin,(cos αα=v 自变量的改变量为 

cos , sinx t y tα α∆ = ∆ = ， 

则函数值的改变量为 

2 21( , ) (0,0) cos sin sin 2
2

f x y f x y t tα α α∆ ∆ − = ∆ ∆ = = ， 

由此可知当
3,

4 4
π πα = 时函数值增长最快，即函数值增长最快的方向为

和 。 )1,1( )1,1( −−

  12． 验证函数 
3),( xyyxf =   

在原点 连续且可偏导，但除方向 和)0,0( ie ie− （ ）外，在

原点的沿其它方向的方向导数都不存在。 
2,1=i

解          3
( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

lim ( , ) lim 0 (0,0)
x y x y

f x y xy f
→ →

= = = ， 

3

0

0 0(0,0) lim 0x x

xf
x∆ →

∆ ⋅ −
= =

∆
，

3

0

0 0
(0,0) lim 0y y

y
f

y∆ →

⋅∆ −
= =

∆
， 

所以函数在原点 连续且可偏导。取方向)0,0( )sin,(cos αα=v ，则  

0

(0 cos ,0 sin ) (0,0)lim
t

f f t t f
t

α α
→ +

∂ + + −
=

∂v
 

3

0

cos sinlim
t

t t
t
α α

→ +

⋅
=

3

30

sin 2lim
2t t
α

→ +
= ， 

当 sin 2 0α = ，即
2

kπα = 时，极限存在且为零；当 sin 2 0α ≠ ，即
2

kπα ≠ 时，

极限不存在。所以除方向 和ie ie− （ 2,1=i ）外，在原点的沿其它方向

的方向导数都不存在。 

13. 验证函数 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

≠+
+=

0,0

,0,
),(

22

22

22

yx

yx
yx

xy
yxf  

 6



  在原点 连续且可偏导，但它在该点不可微。 )0,0(

解  由于 

2 2

2 2
0 (( , ) (0,0))

xy
x y x y

x y
≤ + → →

+
， 

所以 

( , ) (0,0)
lim ( , )

x y
f x y

→
=

2 2( , ) (0,0)
lim 0 (0,0)

x y

xy f
x y→

= =
+

。 

由定义， 

2

0

0 0
0(0,0) lim 0x x

x
xf

x∆ →

∆ ⋅
−

∆ += =
∆

，
2

0

0 0
0

(0,0) lim 0y y

y
y

f
y∆ →

⋅∆ −
+ ∆

= =
∆

。 

所以函数在原点 连续且可偏导。但 )0,0(

(0 ,0 ) (0,0) [ (0,0) (0,0) ]x yf x y f f x f+ ∆ + ∆ − − ∆ + ∆y  

= ( , )f x y∆ ∆ =
2 2

x y
x y
∆ ∆

∆ + ∆
2 2( )o x y≠ ∆ + ∆ ， 

所以函数在 不可微。 )0,0(

14. 验证函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+

+
=

0,0

,0,1sin)(
),(

22

22
22

22

yx

yx
yx

yx
yxf  

 的偏导函数 在原点 不连续，但它在该点可微。 ),(),,( yxfyxf yx )0,0(

解 由定义， 

2 2
2 2

0

1( 0 )sin 0
0(0,0) lim 0x x

x
xf

x∆ →

∆ + −
∆ += =

∆
， 

当 时，  ( , ) (0,0)x y ≠

2 2
2 2 2 2 2 2

1 2 1( , ) 2 sin cos , 0x
xf x y x x y

x y x y x y
= − +

+ + +
≠ 。 

由于 
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0 0
lim ( , ) limxx x

f x y
→ →

=
x y=

2 2

1 1 1(2 sin cos )
2 2 2

x
x x x

− ， 

极限不存在，所以 ( , )xf x y 在原点 不连续。同理)0,0( ( , )yf x y 在原点

也不连续。但由于 

)0,0(

(0 ,0 ) (0,0) [ (0,0) (0,0) ]x yf x y f f x f+ ∆ + ∆ − − ∆ + ∆y  

= 2 2
2 2

1( )sinx y
x y

+
+

2 2( )o x y= ∆ + ∆ ， 

所以函数在 可微。 )0,0(

15. 证明函数 

    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+=

0,0

,0,2
),(

22

22
42

2

yx

yx
yx

xy
yxf  

在原点 处沿各个方向的方向导数都存在，但它在该点不连续，因

而不可微。 
)0,0(

解  函数沿方向 )sin,(cos αα=v 的方向导数为 

0

(0 cos ,0 sin ) (0,0)lim
t

f f t t f
t

α α
→ +

∂ + + −
=

∂v
 

2 3

2 4 2 20

2cos sinlim 0, ,
(cos sin )t

t
t t

α α α
α α→ +

⋅
= =

+ ⋅
∀  

所以函数在原点 处沿各个方向的方向导数都存在。但当)0,0( ( , )x y 沿曲

线 2x ky= 趋于 时，极限 )0,0(

2

4

2 4 4 20 0

2 2lim ( , ) lim
1y y

x ky

ky kf x y
k y y k→ →

=

= =
+ +

 

与 k有关，所以函数在原点不连续，因而不可微。 
16．计算下列函数的高阶导数： 

 （1）
x
yz arctan= ，求 2

22

2

2

,,
y
z

yx
z

x
z

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

； 

 （2） )cos()sin( yxyyxxz +++= ，求 2

22

2

2

,,
y
z

yx
z

x
z

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

； 

 （3） ，求xyxz e= 2

3

2

3

,
yx
z

yx
z

∂∂
∂

∂∂
∂

； 
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 （4） ，求)ln( czbyaxu ++= 22

4

4

4

,
yx
z

x
u

∂∂
∂

∂
∂

； 

 （5） ，求qp byaxz )()( −−= qp

qp

yx
z

∂∂
∂ +

； 

 （6） ，求zyxxyzu ++= e rqp

rqp

zyx
u
∂∂∂

∂ ++

。 

解  (1) 由 

2 2 2 2

y1

1

z y
x x x yy

x

∂ ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2

1 1

1

z x
y x x yy

x

∂ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ，

得到 

2222

2

)(
2

yx
xy

x
z

+
=

∂
∂ , =

∂∂
∂

yx
z2

222

22

)( yx
xy

+
− , =

∂
∂

2

2

y
z

222 )(
2

yx
xy
+

− 。 

(2) 由 

(1 )sin( ) cos( )z y x y x x y
x
∂

= − + + +
∂

， (1 )cos( ) sin( )z x x y y x y
y
∂

= + + −
∂

+  

得到 

)sin()cos()2(2

2
yxxyxy

x
z

+−+−=
∂
∂ , 

=
∂∂

∂
yx
z2

)sin()1()cos()1( yxxyxy ++−+− , 

=
∂
∂

2

2

y
z )sin()2()cos( yxxyxy ++−+− 。 

(3) 由 

2exyz x
y
∂

=
∂

，
2

3
2 exyz x

y
∂

=
∂

， =
∂∂

∂
yx
z2

2(2 ) xyx x y e+  

得到 

xyeyxxy
yx

z )42( 22
2

3
++=

∂∂
∂ , xyeyxx

yx
z )3( 32

2

3
+=

∂∂
∂

。 

 9



(4) 经计算，可依次得到 

1 ( )u ax by cz a
x ax by cz x ax by cz
∂ ∂ + +

= =
∂ + + ∂ + +

， 

2 2

2 2

( )
( ) ( )

u a ax by cz a
2x ax by cz x ax by cz

∂ ∂ + +
= − = −

∂ + + ∂ + +
， 

3 2 3

3 3

2 ( ) 2
( ) ( )

u a ax by cz a
3x ax by cz x ax by cz

∂ ∂ + +
= =

∂ + + ∂ + +
， 

4 3

4 4

3 2 ( ) 6
( ) ( )

u a ax by cz a4

4x ax by cz x ax by cz
∂ ⋅ ∂ + +

= − = −
∂ + + ∂ + +

， 

3 3

2 2

u u
x y y x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

=
2 2

3 3

2 ( ) 2
( ) ( )

a ax by cz a b
ax by cz y ax by cz

∂ + +
=

+ + ∂ + +
， 

4 4 2 2 2

2 2 2 2 4 4

3 2 ( ) 6
( ) ( )

u u a b ax by cz a b
x y y x ax by cz y ax by cz
∂ ∂ ⋅ ∂ + +

= = − = −
∂ ∂ ∂ ∂ + + ∂ + +

。 

(5)    ( )( )
p q p q p q q

p
p q p q p q

z z yx a
x y x y x y

+ ⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −
= = −⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝

b ⎞
⎟
⎠
 

( ) ( )p p q q

p q

d x a d y b
dx dy
− −

= ! !p q= 。 

(6) 对 x，y，z应用 Leibniz公式， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (p q r p x q y r z p x q y r z

p q r p q r p q r

u xe ye ze d xe d ye d z )e
x y z x y z dx dy dz

+ +∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
。 

= ( ) ( ) ( )x y zx p e y q e z r e+ ⋅ + ⋅ +  

= ( )( )( ) x y zx p y q z r e + ++ + + 。 

17．计算下列函数的高阶微分： 
 （1） ，求 ； )ln(xyxz = z2d
 （2） ，求 ； )(sin 2 byaxz += z3d
 （3） ，求 ；； )(e 222 zyxu zyx ++= ++ u3d
 （4） ，求 。 yz x sine= zkd

解  (1) (ln( ) 1) xdz xy dx dy
y

= + + ， 
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2
2

22 21 dy
y
xdxdy

y
dx

x
zd −+= 。 

(2)  ， 2sin( ) cos( ) ( ) sin 2( )( )dz ax by ax by d ax by ax by adx bdy= + + + = + +

2 22cos 2( )( )d z ax by adx bdy= + + ， 

33 ))((2sin4 bdyadxbyaxzd ++−= 。 

(3) ， 2 2 2[( )( ) (2 2 2 )]x y zdu e x y z dx dy dz xdx ydy zdz+ += + + + + + + +

2 2 2 2 2[( )( ) 2(2 2 2 )( )x y zd u e x y z dx dy dz xdx ydy zdz dx dy dz+ += + + + + + + + + +  

2 22 2 2dx dy dz+ + + 2 ]

[( )( )x y ze x y z dx dy dz+ + + + + +

， 

3d u = 2 2 2 3 26( )( )xdx ydy zdz dx dy dz+ + + + +  

2 2 26( )( )]dx dy dz dx dy dz+ + + + +  

2 2 2 3dx 3222 )66( dyyzyx +++++[( 6 6)x y ze x y z x+ += + + + +

dz

 

])66( 3222 dzzzyx +++++ +  dydxyxzyxe zyx 2222 )224[(3 +++++++

dzdyzyzyx 2222 )224( ++++++ dxdzxzzyx 2222 )224( ++++++  

2222 )242( dxdyyxzyx ++++++ 2222 )242( dydzzyzyx ++++++  

])242( 2222 dzdxxzzyx ++++++ 2 2 26 ( 2 2 2 )x y ze x y z x y z dxdy+ ++ + + + + + 。 

(4)   ( )k kd z dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

 

0

sini x k ik
i k

i k i
i

k e ydx dy
i x y

−
i−

−
=

⎛ ⎞ ∂ ∂
= ⋅⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠
∑  

0

sin
2

k
x i

i

k k ie y dx dy
i

π k i−

=

⎛ ⎞ −⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ 。 

18．函数 满足 ),( yxfz =

xy
y

x
z

−
+−=

∂
∂

1
1sin ，及 。 3sin2),0( yyyf +=

求 的表达式。 ),( yxf

解  对 x积分，得到 
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1( , ) sin ln(1 ) ( )f x y x y xy g y
y

= − − + , 

再将 代入上式，得到 3sin2),0( yyyf +=

3( ) 2sing y y y= + ， 

所以 

3)1ln(1sin)2(),( yxy
y

yxyxf +−−−= 。 

19．验证： 

 （1） 满足热传导方程)sin(e
2

nyz xkn−= 2

2

y
zk

x
z

∂
∂

=
∂
∂

； 

 （2）
y
xzu arctan= 满足 Laplace方程 02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
u

y
u

x
u

； 

证 （1）由 
2

cos( )kn xz ne ny
y

−∂
=

∂
，

2
2

2
2 sin( )kn xz n e ny

y
−∂

= −
∂

， 

得到 
z
x
∂

=
∂

22 sin( )kn xkn e ny−− =
2

2

zk
y
∂
∂
。 

（2）由 
u
x
∂

=
∂ 2 2

1 1

1

yzz
y x yx

y

⋅ ⋅ = 2+⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
2

2

u
x
∂

=
∂ 2 2

2
( )2

xyz
x y

−
+

， 

u
y
∂

=
∂ 2 2 2 2

1

1

x xzz
y x yx

y

⎛ ⎞
⋅ ⋅ − = −⎜ ⎟ +⎛ ⎞ ⎝ ⎠
+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2

u
y
∂

=
∂ 2 2

2
( )2

xyz
x y+

， ，

u
x
∂

=
∂

arctan x
y
，

2

2 0u
z
∂

=
∂

， 

得到 

02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
u

y
u

x
u

。 

20．设 t
r

ttrf 4

2

e),(
−

= α ，确定α使得 满足方程 f

     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

r
fr

rrt
f 2

2

1
。 

解  将 
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f
t

∂
=

∂

2

1 2 2 41( )
4

r
tt t r eα αα

−− −+ ， 

f
r
∂

=
∂

2

1 41
2

r
tt reα −−− ， 2 fr

r r
∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

=
2

1 2 2 4 43 1( )
2 4

r
tt r t r eα α −− −− + ， 

代入方程，解得 

2
3

−=α 。 

21．求下列向量值函数在指定点的导数： 
 （1） ，在T),sin,cos()( cxxbxax =f

4
π

=x 点； 

 （2） ，在T23 )tan,cot3(),,( zyxzexzyx y ++=f ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
,2,1 π
点； 

 （3） ，在T),sin,cos(),( vvuvuvu =g ),1( π 点。 

解 (1)    '( ) ( sin , cos , )Tx a x b x c= −f , 

'( )
4
π

f T),
2
2,

2
2( cba−= 。 

(2)     
2

2 2

3 cot csc
'( , , )

3 2 tan sec

y ye z e z
x y z

2x y z y z
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

f ， 

(1, 2, )
4
π

f'
2 23 2

3 4 8
e e⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

(3)      ， 
cos sin

'( , ) sin cos
0 1

v u v
u v v u v

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

g

),1( πg'
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

10
10

01
。 

22．设 为向量值函数。 33: RR →f
（1）如果坐标分量函数 zzyxfyzyxfxzyxf === ),,(,),,(,),,( 321 ，证明

的导数是单位阵； 
f

（2）写出坐标分量函数的一般形式，使 的导数是单位阵； f
（3）如果已知 的导数是对角阵 ，那么坐标分量函

数应该具有什么样的形式？ 
f ))(),(),(diag( zryqxp

解 （1）由于 

1 '( , , ) (1,0,0)f x y z = ， 2 '( , , ) (0,1,0)f x y z = ， 3 '( , , ) (0,0,1)f x y z = ， 
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所以 的导数是单位阵。 f

(2) 由 1 '( , , ) (1,0,0)f x y z = ，可知 1( , , )f x y z 与 y，z无关，所以 

1 1( , , )f x y z x C= + ， 

同理可得 

2 2( , , )f x y z y C= + ， 3 3( , , )f x y z z C= + 。 

(3) 由 1 '( , , ) ( ( ),0,0)f x y z p x= ，可知 1( , , )f x y z 与 y，z无关，所以 

1( , , ) ( )f x y z p x dx= ∫ ， 
同理可得 

2 ( , , ) ( )f x y z q y dy= ∫ ， 3 ( , , ) ( )f x y z r z dz= ∫ 。 
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