
习题  11.2  多元连续函数 
 
1.  确定下列函数的自然定义域： 
（1）

221
)ln(

yx
xxyu
−−

+−= ；   （2）
zyx

u 111
++= ； 

（3） )(22222222 rRrzyxzyxRu >−+++−−−= ； 

（4） 22arcsin
yx

zu
+

= 。 

解 (1) { }xyyxyxD ><+= ,1),( 22 。 

(2) { }0,0,0),,( >>>= zyxzyxD 。 

(3) { }22222),,( RzyxrzyxD ≤++≤= 。 

(4) { }0,),,( 2222 ≠++≤= yxyxzzyxD 。 

2. 设 2/322

3

)( yx
x

x
yf

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛   ，求 。 )0( >x )(xf

解  因为 
3

32 2 3/ 2
2 2

1
( )

1

y xf
x x y

y
x

⎛ ⎞ = =⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎡ ⎤⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

所以  

2
3

2 )1(

1)(

x

xf

+

=  。 

3． 若函数 

)1(),( −+= xfyyxz ， 

且当 时 ，求 和 。 4=y 1+= xz )(xf ),( yxz

解 由 ( ,4) 4 ( 1) 1z x f x= + − = +x ，可得 

2( 1) 1 ( 1 1)f x x x− = − = − + −1， 

所以 

2 2( ) ( 1) 1 2f x x x= + − = + x ,  

1),( −+= yxyxz 。 

4． 讨论下列函数当 趋于 时的极限是否存在： ),( yx )0,0(
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（1）
yx
yxyxf

+
−

=),( ；    （2） 22),(
yx

xyyxf
+

= ； 

（3）   （4）
⎩
⎨
⎧ <<

=
;0

,0,1
),(

2

其它点

xy
yxf 84

33

),(
yx

yxyxf
+

= 。 

解（1）由于 1( , )
1

x kx kf x kx
x kx k
− −

= =
+ +

依赖于 k，所以当 趋于 时函

数极限不存在。 

),( yx )0,0(

（2）
2

2 2( , )
( ) 1

kx kf x kx 2x kx k
= =

+ +
依赖于 k，所以当 趋于 时函数

极限不存在。 

),( yx )0,0(

（3）由于
2

( , ) 1
2
xf x = ，所以当 沿曲线),( yx

2

2
xy = 趋于 时，函数极

限为 1，而当 沿 x轴趋于 时，函数极限为 0，所以当 趋

于 时函数极限不存在。 

)0,0(

),( yx )0,0( ),( yx

)0,0(

（4）利用平均值不等式 

=
+
3

84 yx
3 88

844

4
1

3
2
1

2
1

yx
yxx

≥
++

， 

可得 
13 3 33 3
3

84 8
3

| | 4 | | 4| ( , ) | | |
3 3| |

x y xyf x y xy
x y xy

= ≤ =
+

0, (( , ) (0,0))x y→ → ， 

所以当 趋于 时函数极限存在且为 0。 ),( yx )0,0(

5． 对多元函数证明极限唯一性，局部有界性，局部保序性和局部

夹逼性。 

证 （1）假设 f (x)=A, f (x)=B，则
0

lim
xx→ 0

lim
xx→

0ε∀ > ， 

1 0 1 : | ( ) |f A ε− <x ， 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

2 0 2 : | ( ) |f B ε− <x 。 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

取 { }1 2min , 0δ δ δ= > ，当 00 | | δ< − <x x ，成立 
| | | ( ) | | ( ) | 2A B f A f B ε− ≤ − + − <x x ， 

由于ε为任意正数，所以 A=B，即极限唯一。 
（2）假设 f (x)=A,则对于

0

lim
xx→

1ε = ， 
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00, (0 | | ) :δ δ∃ > ∀ < − <x x x | ( ) | 1f A− <x ， 
即 

| ( ) | | | 1f A< +x 。 
所以 f (x)在 x 点的某个去心领域有界。 0

(3) 设 f (x)=A> g (x)=B，则对于
0

lim
xx→ 0

lim
xx→

0
2

A Bε −
= > ， 

1 0 1 : | ( ) |f A ε− <x ， 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

即 
( )

2
A Bf A ε +

> − =x 。 

又 
2 0 2 : | ( ) |g B ε− <x ， 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

即 
( )

2
A Bg B ε +

< + =x  

取 { }1 2min , 0δ δ δ= > ，当 00 | | δ< − <x x ，成立局部保序性： 

( ) ( )
2

A Bg f+
< <x x 。 

(4)假定存在 0ρ > ，使当 00 | | ρ< − <x x 时成立 
( ) ( ) ( )g f h≤ ≤x x x ， 

且 g (x) = h (x)=A。 
0

lim
xx→ 0

lim
xx→

0ε∀ > , 由 h (x)=A， 
0

lim
xx→

1 0 1 : | ( ) |h A ε− <x ， 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

所以 
( )h A ε< +x 。 

又由 g (x) =A， 
0

lim
xx→

2 0 2 : | ( ) |g A ε− <x ， 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

所以 
( )g A ε> −x 。 

取 { }1 2min , , 0δ ρ δ δ= > ，当 00 | | δ< − <x x ，成立 
( ) ( ) ( )A g f h Aε ε− < ≤ ≤ < +x x x ， 

即 f (x)=A。 
0

lim
xx→

6． 对多元函数证明极限的四则运算法则：假设当 x 趋于 x 时函
数 f (x)和 g (x)的极限存在，则 

0

（1） f (x)±g (x)) = f (x)± g (x)；   
0

lim
xx→ 0

lim
xx→ 0

lim
xx→
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   （2） (f (x) ·g (x)) = f (x)· g (x)； 
0

lim
xx→ 0

lim
xx→ 0

lim
xx→

   （3） (f (x)／g (x)) = f (x)／ g (x)  （ g (x) ≠ 0）。 
0

lim
xx→ 0

lim
xx→ 0

lim
xx→ 0

lim
xx→

证 假设 f (x)=A， g (x)=B。则对任意
0

lim
xx→ 0

lim
xx→

0ε > ， 

1 0 1 : | ( ) |f A ε− <x ， 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

2 0 2 : | ( ) |g B ε− <x ， 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

取 { }1 2min , 0δ δ δ= > ，当 00 | | δ< − <x x ，成立 
| ( ( ) ( )) ( ) | | ( ) | | ( ) | 2f g A B f A g B ε± − ± ≤ − + − <x x x x ， 

所以（1）成立。 
由于 g (x)在 x 有极限，所以 g (x)在 x 0局部有界，即存在正数 X

和
0

' 0δ > ， ∀x 0(0 | | ') :δ< − <x x | ( ) |g X<x 。取 { }1 2min ', , 0δ δ δ δ= > ，当

00 | | δ< − <x x ，成立 
| ( ) ( ) | | ( ) ( ) ( ) | | ( ) |f g AB f g Ag Ag AB− ≤ − + −x x x x x x  

( | |)X A ε< + ， 
所以（2）成立。 

 由于 B≠0， 0
2
B

ε ε
⎛ ⎞

∀ < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

， " 0δ∃ > ， 0(0 | | ")δ∀ < − <x x x ： 

| || ( ) | | |
2
Bg B ε> − ≥x 。 

取 { }1 2min ", , 0δ δ δ δ= > ，当 00 | | δ< − <x x ，成立 
( ) ( ( ) ) ( ( ) )
( ) ( )

f A B f A A g B
g B Bg

− − −
− ≤

x x x
x x

 

2

2(| | | |)
| |
A B

B
ε+

< ， 

所以（3）成立。 
7． 求下列各极限： 

（1） 22)1,0(),(

1lim
yx

xy
yx +

−
→

；    （2） 22

22

)0,0(),(

1lim
yx

yx
yx +

++
→

； 

（3）
xy
xy

yx

11
lim

)0,0(),(

−+
→

；     （4）
11

lim
22

22

)0,0(),( −++

+
→ yx

yx
yx

； 

（5） 22

2

)0,0(),(

)ln(lim
2

yx
ex y

yx +
+

→
；   （6） 22

33

)0,0(),(

)sin(lim
yx

yx
yx +

+
→

； 

（7） 2222

22

)0,0(),( )(
)cos(1lim

yxyx
yx

yx +
+−

→
； （8） 。 )(22 )(lim yx

y
x

eyx +−

+∞→
+∞→

+

解 （1） ( , ) (0,1)
2 2 2 2( , ) (0,1)

( , ) (0,1)

lim (1 )1lim 1
lim ( )

x y

x y
x y

xyxy
x y x y

→

→
→

−−
= =

+ +
。 
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（2） 2 2 2 2

( , ) (0,0) ( , ) (0,0)
lim ( ) 0, lim (1 ) 1

x y x y
x y x y

→ →
+ = + + = ，所以 

22

22

)0,0(),(

1lim
yx

yx
yx +

++
→

= ∞+ 。 

（3）
( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

1 1 1lim lim
1 1x y x y

xy
xy xy→ →

+ −
=

+ +
=

2
1
。 

（4）
2 2

2 2

2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)
lim lim ( 1 1) 2

1 1x y x y

x y x y
x y→ →

+
= + + +

+ + −
=

2 2

。 

（5） 2 22 2 2 2 2 2 2ln( ) ln(1 1) ( ) ( )y yx e x e x y o y x y o x+ = + + − = + + = + + + y ， 

所以 
22

2 2( , ) (0,0)

ln( )lim
y

x y

x e
x y→

+
=

+
1。 

（6） 3 3 3 3 2 2 2 2| sin( ) | | | | || | 2 | || |x y x y x y x y xy x y x y+ ≤ + = + + − ≤ + + ， 

所以 

22

33

)0,0(),(

)sin(lim
yx

yx
yx +

+
→

= 。 0

（7）因为 

    ( )2 2 2 2 211 cos( ) ( ) ( , ) (0,
2

x y x y x y− + + →∼ 0) ， 

2 2 2

2 2 2 2

1 ( ) 12
( ) | |

x y

x y x y xy

+
≥

+ ( , ) (0,0)

1lim
x y xy→

= +∞， ， 

所以 

2 2

2 2 2 2( , ) (0,0)

1 cos( )lim
( )x y

x y
x y x y→

− +
=

+

2 2 2

2 2 2 2( , ) (0,0)

1 ( )
2lim

( )x y

x y

x y x y→

+
=

+
∞+ 。 

（8） 2 2 ( ) 2 2lim ( ) lim ( ) lim ( ) 0x y x y y x

x x x
y y y

x y e x e e y e e− + − − − −

→+∞ →+∞ →+∞
→+∞ →+∞ →+∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ = 。 

8． 讨论下列函数在原点的二重极限和二次极限： 
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（1） 222

22

)(
),(

yxyx
yxyxf
−+

= ； 

（2） 22

2222 )1()1(),(
yx

yyxxyxf
+

+−+
= ； 

  （3）
x

y
y

xyxf 1sin1sin),( += 。 

解 (1) 由于 

2

4 2

4 2 2 40 0

(1 ) 1lim ( , ) lim
(1 ) 1x x

y x kx

x kxf x y 2x kx k x k→ →
= +

+
= =

+ + +
， 

所以二重极限不存在。 

由 20

0lim ( , ) 0, 0
x

f x y y
y→

= = ≠ ，可知 
0 0

lim lim ( , ) 0
y x

f x y
→ →

= 。同理可知 

。所以二次极限存在且都等于 0。 
0 0

lim lim ( , ) 0
x y

f x y
→ →

=

（2）由于 
2 2 2 2 2 2 2

2 20 0

(1 ) (1 ) 1lim ( , ) lim
(1 ) 1x x

y kx
2

x x k x k x kf x y
x k k→ →

=

+ − + −
= =

+ +
， 

所以二重极限不存在。又 

  ， 2

0 0 0
lim lim ( , ) lim(1 ) 1
y x y

f x y y
→ → →

= − + = −

  。 2

0 0 0
lim lim ( , ) lim(1 ) 1
x y x

f x y x
→ → →

= + =

所以二次极限都存在但不相等。 

（3）由于 | ，所以( , ) | | | | |f x y x y≤ +
0
0

lim ( , ) 0
x
y

f x y
→
→

= 。 

由于
0

1lim sin ( 0)
x

y y
x→

≠ 和
0

1lim sin ( 0)
y

x x
y→

≠ 都不存在，所以两个二次

极限都不存在。 

9. 验证函数 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<<>−

≤<>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

其它点

且

且

,0

,20),2(1

,
2
10,

2
12

),( 222
2

222
2

xyxxyx
x

xyxxxy
x

yxf  

在原点不连续，而在其它点连续。 

证 设 ，0x > 2( , )f x x = 2 2
2

2 1 1
2

x x
x
⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，所以当点 ( , )x y 沿 趋

于原点时函数 的极限为 1，而当点

2 ( 0y x x= > )

( , )f x y ( , )x y 沿 轴趋于原点时函数

的极限为 0，所以函数 在原点不连续。 

x
( , )f x y ( , )f x y
对于函数 在其它点的连续性只要考虑函数在下述曲线 ( , )f x y

2 2 2 ( 0x >1 , , 2
2

y x y x y x= = =  )  

上的情况（因为在除去上述曲线和原点的区域上函数显然连续）。 

设 。在0 0x > 2
0 0 0 0

1( , ) ( , )
2

x y x x= 点，由于 

0 0 0 0
2

2

0 02( , ) ( , ) ( , ) ( , )
/ 2

12( )
2lim ( , ) lim 0 ( , )

x y x y x y x y
y x

y x
f x y f x y

x→ →
>

−
= = = ， 

0 0
2

( , ) ( , )
/ 2

lim ( , ) 0
x y x y

y x

f x y
→

≤

= 0 0( , )f x y= ， 

所以函数 在( , )f x y 0 0( , )x y = 2
0 0

1( , )
2

x x 连续。同理可知函数 在( , )f x y

0 0( , )x y = 2
0 0( , 2 )x x 也连续。 

在 0 0( , )x y = 2
0 0( , )x x 点，由于 

0 0 0 0
2 2

2 22
0 0

2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )
02

22lim ( , ) lim 1
x y x y x y x y

x y x

x xx yf x y
x x→ →

> >

−−
= = = 0 0( , )f x y= ， 

0 0 0 0
2 2

2 2 2
0 0

2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )
0/ 2

1 12( ) 2( )
2 2lim ( , ) lim 1

x y x y x y x y
x y x

y x x x
f x y

x x→ →
< ≤

− −
= = = 0 0( , )f x y= ， 

所以函数 在( , )f x y 0 0( , )x y = 2
0 0( , )x x 也连续。 

综上所述，函数 除了在原点不连续，在其它点都连续。 ( , )f x y
10. 讨论函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+=

0,0

,0,),(
22

22
22

2

yx

yx
yx

yx
yxf  

的连续范围。 
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解  显然函数 在区域( , )f x y { }2 2( , ) 0x y x y+ ≠ 上连续，所以只要考虑函

数 在原点的连续性。由( , )f x y 2 21| | | | (
2

2 )x y x x y≤ + ，得到 

2

2 2

1 | |
2

x y x
x y

≤
+

， 

所以 

( , ) (0,0)
lim ( , )

x y
f x y

→
=

2

2 2( , ) (0,0)
lim 0

x y

x y
x y→

=
+

， 

即函数在原点也连续。因此函数 在平面上点点连续。 ( , )f x y
11．设 在区间 上具有连续导数，)(tf ),( ba ),(),( baba ×=D 。定义 上的

函数 

D

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=′

≠
−
−

=
.),(

,,)()(
),(

yxxf

yx
yx

yfxf
yxF  

 证明：对于任何 成立 ),( bac∈
)(),(lim

),(),(
cfyxF

ccyx
′=

→
。 

证 由题设，利用 Lagrange中值定理 ( ) ( ) '( )( )f x f y f x yξ− = − ，其中ξ介

于 和 之间。所以 x y

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
lim ( , ) lim '( ) ( )

x y c c x y c c
x y

F x y f f cξ
→ →
≠

′= = , 

( , ) ( , )
lim ( , ) lim '( ) ( )

x y c c x c
x y

F x y f x f c
→ →
=

′= = , 

综合上面两式可得
)(),(lim

),(),(
cfyxF

ccyx
′=

→
。
 

12．设二元函数 在开集),( yxf 2RD ⊂ 内对于变量 是连续的，对于变

量

x
y满足 Lipschitz 条件： 

|),(),(| yxfyxf ′′−′ ≤ |'| yyL ′′− ， 

其中 ，D∈′′′ ),(),,( yxyx L为常数（通常称为 Lipschitz 常数）。证明
在 内连续。 ),( yxf D

证  假设 ，由于函数对于变量 是连续，0 0( , )x y ∈D x 0ε∀ > ，

00, (| | )x x xδ δ∃ > ∀ − < ，成立 

0 0 0( , ) ( , )f x y f x y− ε< 。 

 8



当 0 0( , ) ( , ) min( , )x y x y δ ε− < 时 

≤− ),(),( 00 yxfyxf +− ),(),( 0yxfyxf 0 0( , ) ( , )0f x y f x y−  

0L y y≤ − + 0 0( , ) ( , )0f x y f x y−  

Lε ε≤ + ， 

所以 在),( yxf 0 0( , )x y 内连续，证毕。 

13．证明：若 f和 g是 D上的连续映射，则映射 f + g与函数 

＜f , g＞在 D上都是连续的。 

证 假设 D，由 f和 g是连续，0x ∈ 0ε∀ > ， 

00, (| | )δ δ∃ > ∀ − <x x x ，成立 0| ( ) ( ) | ε− <f x f x ， 

1 0, (| | )0 1δ δ∃ > ∀ − <x x x ，成立 0| ( ) ( ) | ε− <g x g x ， 

于是 

0 0| ( ) ( ) ( ( ) ( )) |+ − +f x g x f x g x  

0 0| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |≤ − + −f x f x g x g x 2ε≤ ， 

所以映射 f + g在 连续。又 0x

0 0| ( ), ( ) ( ), ( )< > − <f x g x f x g x |>

0 |
    

 0 0| ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )=< − > + < − >f x f x g x f x g x g x

0| ( ) | | ( ) |ε ε≤ +g x f x ， 

由于 g连续，所以 g的每个分量都连续，从而都局部有界，于是 g也

局部有界。根据上式，＜f , g＞在 连续，证毕。 0x

14. 证明复合映射的连续性定理（定理 11.2.3）。 

证 假设 g在 D上连续，f在Ω上连续，并且 0 0 0, ( )D∈ = ∈x u g x Ω。由 f

在 上连续，0u 00, 0, (| | )ε η η∀ > ∃ > ∀ − <u u u 成立 
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0| ( ) ( ) | ε− <f u f u 。 

对于上述 0η > ，由 g在 连续知0x 00, (| | )δ δ∃ > ∀ − <x x x 成立 

0| ( ) ( ) | η− <g x g x 。 

于是，当 0| | δ− <x x 时， 

0 0| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | ε− = −D Df g x f g x f u f u < ， 

所以复合函数 Df g在 连续。 0x

 

 

 10


