
习  题  11.3  连续函数的性质 

 
 

1． 设D⊂ nR ， 为连续映射。如果D中的点列{xmRD →:f k}满足
，且 D，证明 ax =

∞→ kk
lim ∈a

)()(lim afxf =
∞→ kk

。 

证 由 在 连续，f a 0, 0, (| | )ε δ δ∀ > ∃ > ∀ − <x x a ，成立 
| ( ) ( ) | ε− <f x f a 。 

又由于 ，对于上述ax =
∞→ kk

lim 0δ > ，存在K，当 时成立 k K>

| |k δ− <x a ， 

于是当 时成立 k K>
| ( ) ( ) |k ε− <f x f a 。 

所以 

)()(lim afxf =
∞→ kk

。 

2． 设 是f nR 上的连续函数， 为实数。设 c
})(|{ cfn

c <∈= xxA R ， ≤ 。 )(|{ xx fn
c RB ∈= }c

 证明Ac为
nR 上的开集，Bc为

nR 上的闭集。 
证  对于任意 A0 ∈x c，由于 在 连续，取f 0x ε = 0( ) 0c f− >x ，则 0δ∃ > ，

0(| | )δ∀ − <x x x ，成立 

0 0| ( ) ( ) | ( )f f c fε− < = −x x x ， 

即有 ，所以 。这说明A( )f <x c c∈Ax c为
nR 上的开集。 

 由 f 在 nR 上连续可知 也在f− nR 上连续，于是 
( ) { | ( ) } { | ( ) }c n n

c f c f= ∈ > = ∈ − < −B R Rx x x x c  
为 nR 上的开集，所以Bc为

nR 上的闭集。 
3． 设二元函数 

xy
yxf

−
=

1
1),( ， )1,0[)1,0[),( ×=∈Dyx ， 

 证明： 在 上连续，但不一致连续。 f D

证  由于 在 上是初等函数，所以连续。但因为当 时， f D n →+∞

1 1(1 ,1 )
2 2n n

− − −
1 1(1 ,1 ) 0
n n

− − → ， 

而 
1 1(1 ,1 )

2 2
f

n n
− − −

1 1(1 ,1 )f
n n

− −  
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2 2 24 (4 3)
4 1 2 1 (4 1)(2 1)

n n n n
n n n n

−
= − = → +

− − − −
∞， 

所以 在 上不一致连续。 f D

4． 设 A为 nR 上的非空子集，定义 nR 上的函数 为 f
}{|inf)( Ay||yxx ∈−=f 。 

   它称为 x到 A的距离。证明：  
(1) 当且仅当 Ax∈ 时， 0)( =xf ； 
(2) 对于任意 ∈xx ′′′, nR ，不等式 

)()( xx ′′−′ ff ≤ || xx ′′−′  
   成立，从而 在f nR 上一致连续； 
（3）若 A是紧集，则对于任意 ，点集 ≤ 是紧

集。 
0>c )(|{ xx fnR∈ }c

证 （1）假定 Ax∈ ，则存在A中的点列{xk}，满足 ，即

，所以 。反之，由

lim kk→∞
=x x

lim 0kk→∞
−| x x |= 0)( =xf 0)( =xf 可知存在A中的点列{xk}，

满足 ，即lim 0kk→∞
−| x x |= lim kk→∞

=x x，所以 Ax∈ 。 

（2）不妨假设 。首先对于任意的 k，存在 ，满足 ( ) ( )f f′ ≥x x′′ k ∈x A
1( ) | kf
k

′′ ′′> − −x x x | ， 

再利用 
( ) | kf ≤ −x' x' x |， 

两式相减，得到 
1 10 ( ) ( ) | (| ) |k kf f
k k

′ ′′ ′ ′′ ′ ′′< − < − − − − ≤ −x x x x | x x | x x | + ， 

令 ，即得到 k →∞

)()( xx ′′−′ ff ≤ || xx ′′−′ 。 
由上式即可知 在f nR 上一致连续。 
（3）由（2）知 在f nR 上连续，再由习题 2知点集 B= ≤

是闭集。由于 A是紧集，所以 A有界，即
)(|{ xx fnR∈

}c ,M∃ ∀ ∈x A，成立 | | M≤x 。

，取 ，使得 ∀ ∈y B ∈x A
( ) | 1f > − −y y x | 。 

于是 
| | ( ) 1 1f M c≤ − + + ≤ + +y | y x | + | x |< y M， 

即 B也有界。所以 B为有界闭集，也就是紧集。 
5． 设二元函数 在f 2R 上连续。证明： 
（1） 若 ，则 在+∞=

+∞→+
),(lim

22
yxf

yx
f 2R 上的最小值必定存在； 
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（2） 若 ，则 在0),(lim
22

=
+∞→+

yxf
yx

f 2R 上的最大值与最小值至少存在

一个。 
证 （1）任取一点 ，由),( 00 yx +∞=

+∞→+
),(lim

22
yxf

yx
，可知存在 ，当

，成立 。 在紧集

0>R

222 Ryx >+ ),(),( 00 yxfyxf > ),( yxf }),{( 222 Ryxyx ≤+ 上

必定取到最小值，且此最小值就是它在 2R 上的最小值。 
（2）如果 ，则命题显然成立。不然的话，任取 ，使

得函数值在此点非零。 
( , ) 0f x y ≡ ),( 00 yx

若 ，由0),( 00 >yxf 0),(lim
22

=
+∞→+

yxf
yx

，可知存在 ，当 ，

成立 ，则 在紧集

0>R 222 Ryx >+

),(),( 00 yxfyxf < ),( yxf }),{( 222 Ryxyx ≤+ 上必定取到

最大值，且此最大值就是它在 2R 上的最大值。 
若 0),( 00 <yxf ，由 0),(lim

22
=

+∞→+
yxf

yx
，可知存在 ，当 ，

成立 ，则 在紧集

0>R 222 Ryx >+

),(),( 00 yxfyxf > ),( yxf }),{( 222 Ryxyx ≤+ 上必定取到

最小值，且此最小值就是它在 2R 上的最小值。 
6．设 是f nR 上的连续函数，满足 

(1) 当 时成立 ； 0≠x 0)( >xf
(2) 对于任意 与 ，成立x 0>c )()( xx cfcf = 。 
证明：存在 ，使得 0,0 >> ba

|≤ ≤ 。 | xa )(xf || xb
证 单位球面是 nR 上的紧集，设 在单位球面上的最小值和最大值分

别为 和 ，则有 
f

a b
0 ( )a f b< ≤ ≤ < +∞x ， | | 1∀ x = 。 

于是 ，由于∀ ≠ 0x 1=x
x

，所以 

( )f f b
⎛ ⎞

= ≤⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

xx x x
x

, 

同理 ( )f a≥x x。由于当 时不等式显然成立，所以= 0x ∀ ∈x nR ，成立 

|| xa ≤ ≤ 。 )(xf || xb
7．设 为连续映射。证明对于f mn RR →: nR 中的任意子集 A，成立 

)()( AfAf ⊂ 。 
举例说明 )(Af 能够是 )(Af 的真子集。 

证   ∀ ∈x A，存在A中的点列{xk}，满足 lim kk→∞
=x x，由于映射 在 连

续， 

f x

lim ( ) (lim ) ( )k kk k→∞ →∞
= =f x f x f x ， 

所以 ( ) ( )∈f x f A ，即 )()( AfAf ⊂ 。 
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取 n=2， 在 上连续。令 A= ，则
2 2

( , ) x yf x y e− −= 2R 2R A = A，但 
( ) { | 0}x x= >f A ， ( ) { | 0}x x= ≥f A ， 

)(Af 是 )(Af 的真子集。 
8．设 是有界开区域f 2RD ⊂ 上的一致连续函数。证明： 
（1）可以将 连续延拓到 的边界上，即存在定义在f D D上的连续

函数 ，使得f~ ff =
D

~
； 

（2） 在 上有界。 f D

证 （1）由于 在f 2RD ⊂ 上的一致连续， 0, 0ε δ∀ > ∃ > ，  ', "∀ ∈Dx x

(| ' " | )δ− <x x ： 

| ( ') ( ") |f f ε− <x x 。 

设 D∈∂ς ，任取点列{ }nx  ( n ∈Dx , n →x ς ), 由于{ }nx 为 Cauchy点

列，对于上述 0δ > ， K∃ ，当 时，成立 |,m n K> |m n δ− <x x ，于是  

| ( ) ( ) |m nf f ε− <x x ， 

所以{ }( )nf x 是基本数列，故一定收敛。记该极限为 ( )g ς 。 

在 | ( ) ( ) |m nf f ε−x x < 中令 ，得到 m→∞

| ( ) ( ) |nf g ε− ≤x ς 。 

对于 , | | / 2δ∀ ∈ − <D ζx x ，存在点列{ }nx 中某项 ，满足 kx

| | / 2, | ( ) ( ) |k kf gδ ε− < − ≤x xζ ζ 。 

于是 

| | | |k k δ− ≤ − + − <| x x | x xζ ζ ， 

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |k kf g f f f g− ≤ − + −x x x xζ ζ 2ε< ， 

所以  

lim ( ) ( )
x
x D

f g
ζ→

∈

=x ζ ， 

由此可知{ }( )nf x 的极限 ( )g ζ 只与 ∈∂Dς 有关，而与点列{ }nx 的选取无
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关。令 

( ), ,
( )

( ),
f

f
g

∈⎧
= ⎨ ∈∂⎩

D
D。

x x
x

x x
 

显然， 在 上连续。现只要证明 在f~ D f~ ∂D上连续。设 ∈∂Dς ，由 

lim ( ) ( ) ( )
x
x D

f g f
ζ→

∈

= =x ς ς ， 

可知 0, 0ε δ∀ > ∃ > ，∀ ∈Dx ( | | )δ− <x ς ： 

| ( ) ( ) |
2

f f ε
− <x ς 。 

对于∀ ∈∂D'ς ( | ' | )δ− <ς ς ，在上式中令 '→ςx ，由 

'
lim ( ) ( ')
x
x D

f f
ζ→

∈

=x ς ， 

可知 

( ') ( )
2

f f ε ε− ≤ <ς ς ， 

于是得到 

lim ( ) ( )
x
x D

f f
ζ→

∈

= ςx ， 

这就证明了 在f~ D上连续。换言之， 是定义在f~ D上的连续函数，满

足 ff =
D

~
。 

（2）由于D为有界闭集，即紧集， f~在D连续保证了 f~在D有界，

从而 在 上有界。 f D
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