
 

习 题  14.5  场论初步 
 
1．设 ，对下列数量场 ，分别计算 和

： 
kjia 15203 −+= f x y z( , , ) fgrad

)(div af

（1） f x y z x y z( , , ) ( )= + +
−2 2 2

1
2； 

（2） ； f x y z x y z( , , ) = + +2 2 2

（3） 。 f x y z x y z( , , ) ln( )= + +2 2 2

解（1） )()(grad 2
3

222 kji zyxzyxf ++++−=
−

， 

   )15203()()(div 2
3

222 zyxzyxf −+++−=
−

a 。 
（2） )(2grad kji zyxf ++= ， 

)15203(2)(div zyxf −+=a 。 
（3） ， )()(2grad 1222 kji zyxzyxf ++++= −

   。 )15203()(2)(div 1222 zyxzyxf −+++= −a
2．求向量场 穿过球面 在第一卦限部分

的通量，其中球面在这一部分的定向为上侧。 
kjia 222 zyx ++= x y z2 2 2 1+ + =

解 设 ，方向取上侧，则所求通量为  )0,0,0(1: 222 ≥≥≥=++Σ zyxzyx

∫∫
Σ

++ dxdyzdzdxydydzx 222 ， 

由于 
84

)1(
1

0

32
0

222 πθπ π

=−=−−= ∫∫∫∫∫∫
ΣΣ

drrddxdyyxdxdyz
xy

， 

同理可得 
8

22 π
== ∫∫∫∫

ΣΣ

dzdxydydzx ， 

所以 π
8
3222 =++∫∫

Σ

dxdyzdzdxydydzx 。 

3．设 kjir zyx ++= ， ，求： || r=r
（1）满足 0])([div =rrf 的函数 ； f r( )
（2）满足 0)](div[grad =rf 的函数 。 f r( )

解（1）经计算得到  

r
xrfrf

x
xrf 2

)()())(( ′+=
∂

∂
， 

          ,)()())(( 2

r
yrfrf

y
yrf ′+=

∂
∂  

r
zrfrf

z
zrf 2

)()())(( ′+=
∂

∂
， 

所以  
)()(3])([div rfrrfrf ′+=r 。 
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由 ，得0])([div =rrf 0)()(3 =′+ rfrrf ，解此微分方程，得到  

3)(
r
crf = ， 

其中 为任意常数。 c

（2）由 )()( rf
r
x

x
rf ′=

∂
∂

， )()( rf
r
x

x
rf ′=

∂
∂

， )()( rf
r
x

x
rf ′=

∂
∂

，得到  

)()()( 2

2

3

22

rf
r
xrf

r
xrrf

r
x

x
′′+′−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

∂
∂

， 

        )()()( 2

2

3

22

rf
r
yrf

r
yrrf

r
y

y
′′+′−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

∂
∂

， 

        )()()( 2

2

3

22

rf
r
zrf

r
zrrf

r
z

z
′′+′−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

∂
∂

， 

所以  
2div[grad ( )] ( ) "( )f r f r f
r

′= + r 。 

由 0)](div[grad =rf ，得 0)()(2 =′′+′ rfrrf ，解此微分方程，得到  
1

2( ) cf r c
r

= + ， 

其中 为任意常数。 21,cc
4. 计算 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⋅+⋅ )ln(

2
1grad rcrc  

其中 是常矢量，c kjir zyx ++= ，且 0>⋅ rc 。 

解  设 ，),,( 321 ccc=c )ln(
2
1 rcrc ⋅+⋅=u ，则  

)(2
,

)(2
,

)(2
3

3
2

2
1

1 rcrcrc ⋅
+=

∂
∂

⋅
+=

∂
∂

⋅
+=

∂
∂ c

c
z
ucc

y
ucc

x
u

， 

所以 

 
rc

ccrcrc
⋅

+=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⋅+⋅

2
1)ln(

2
1grad 。 

5.  计算向量场 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
yarctangrada 沿下列定向曲线的环量： 

（1）圆周 ( ) ，从 轴正向看去为逆时针方向； ( ) ,x y z− + − = =2 2 12 2 0
1

z
（2）圆周 ，从 轴正向看去为顺时针方向。 x y z2 2 4+ = =, z
解  经计算，可得 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
yarctangrada 2 2

1 ( , ,0y x
x y

= −
+

)， 
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2 2 2 2

rot 

0

y z
y x

x y x y

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
−
+ +

0

i j k

a =
x

， 

它在除去 轴的空间上是无旋场。 z
（1）设 { }2 2( , , ) ( 2) ( 2) 1, 0L x y z x y z= − + − = = ，从 轴正向看去为逆时针

方向；

z

{ }2 2( , , ) ( 2) ( 2) 1, 0x y z x y zΣ = − + − ≤ = ，方向取上侧。由于 轴不

穿过曲面 ，根据 Stokes公式， 
z

Σ

          。 d rot d
L Σ

⋅ = ⋅ =∫ ∫∫a s a S 0

（2）令 2cos , 2sin , 0x y zθ θ= = = ，则   

2 2d
L L

xdy ydx
x y
−

⋅ =
+∫ ∫a s

2

0
2d

π
θ π= − = −∫ 。 

6.  计算向量场 )( kjir ++= xyz 在点 M ( , , )1 3 2 处的旋度，以及在这点沿
方向 的环量面密度。 kjin 22 ++=

解  由 

rot ( ) ( ) ( )x z y y x z z y x
x y z

xyz xyz xyz

∂ ∂ ∂
= = − + − +

∂ ∂ ∂

i j k

r i −j k， 

可得  
)(rot Mr kji 43 +−−= 。 

向量场 )( kjir ++= xyz 在点 M ( , , )1 3 2 沿方向n的环量面密度为 

             =⋅
Σ ∫

Σ∂
→Σ

rr d
mM )(

1lim )(rot Mr
3
1

=⋅
n
n

。 

7. 设 向量场， 为数量场，证明：（假设函数

和 具有必要的连续偏导数） 
kjia zyx aaa ++= f x y z( , , )

a a ax y, , z f

（1） ； 0)div(rot  =a
（2） 0； =)(gradrot f
（3） aaa ∆=− )(rot rot)grad(div 。 

证（1） rot y yx xz z
a aa aa a

y z z x x y
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

a i
⎞
⎟
⎠

j k。 

设 二阶偏导数连续，则 zyx aaa ,,
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0)div(rot  =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂
∂

∂
∂

=
y
a

x
a

zx
a

z
a

yz
a

y
a

x
xyzxyza 。 

（2） rot (grad )f
y z

f f f
x y z

∂ ∂ ∂
= =
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

0
x

i j k

。 

（3）由  

kajaiaa
zyx ∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
=

divdivdiv)grad(div  

ji ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

+
∂

∂
+

∂∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=
zy

a
y
a

yx
a

zx
a

yx
a

x
a zyxzyx

2

2

2222

2

2

             

k⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+ 2

222

z
a

zy
a

zx
a zyx ， 

以及  

kjia ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂
∂

=
y
a

x
a

x
a

z
a

z
a

y
a xyzxyzrot ， 

    =)(rot rot a i⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

−
∂∂

∂

zx
a

z
a

y
a

yx
a zxxy

2

2

2

2

22

 

        

kj ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂

∂
+

∂
∂

−
∂
∂

−
∂∂

∂
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

+
∂

∂
−

∂

∂
−

∂∂
∂

+
zy

a
y
a

x
a

zx
a

yx
a

x
a

z
a

zy
a yzzxxyyz

2

2

2

2

222

2

2

2

22

， 

得到 
 akjiaa ∆=∆+∆+∆=− zyx aaa)(rot rot)grad(div 。 

8. 位 于 原 点 的 点 电 荷 q 产 生 的 静 电 场 的 电 场 强 度 为

)(
4 3

0

kjiE zyx
r

q
++=

επ
，其中 r x y z= + +2 2 2 ，ε0为真空介电常数。

求 。 Erot 

解      033
4433 =+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

r
yz

r
yz

r
y

zr
z

y
， 

3 3

x z
z r x r
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 4 4

3 3 0zx zx
r r

− + = ， 

3 3

y x
x r y r
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 4 4

3 3 0xy xy
r r

− + = ， 

所以  
rot , ( , , )x y z= ≠E 0 0。 
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9. 设 为常向量，a kjir zyx ++= ，验证： 
（1） 0)( =×⋅∇ ra ； 
（2） ara 2)( =××∇ ； 
（3） ararr ⋅=⋅⋅∇ 2))(( 。 

证（1）
zyx

aaa
zyx
zyx

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=×⋅∇ )( ra  

   0
)()()(
=

∂

−∂
+

∂
−∂

+
∂

−∂
=

z
xaya

y
zaxa

x
yaza yxxzzy 。 

（2）  ( )

y z z x x y

x y z
a z a y a x a z a y a x

∂ ∂ ∂
∇× × =

∂ ∂ ∂
− − −

i j k

a r  

2( )x y za a a= + +i j k a2= 。 

（3）  
22 2( )( ) ( )(( ) ) 2yx z

a ya x a z
x y z

∂∂ ∂
∇ ⋅ ⋅ = + + = ⋅

∂ ∂ ∂
r r a r a。 

10.  求全微分 ( ) 的原函数。 ( ) (x yz dx y xz dy z xy d2 2 22 2 2− + − + − ) z
解  记 ，由于  kjia )2()2()2( 222 xyzxzyyzx −+−+−=

y
a

z
x

a
x
ay

z
a

z
a

x
y
a xyzxyz

∂
∂

=−=
∂

∂

∂
∂

=−=
∂
∂

∂

∂
=−=

∂
∂ 2,2,2 ， 

所以向量场 是一个无旋场，其原函

数为 
kjia )2()2()2( 222 xyzxzyyzx −+−+−=

( , , ) 2 2 2

(0,0,0)
( , , ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

x y z
U x y z x yz dx y xz dy z xy dz C= − + − + − +∫  

2 2 2 2 2 2

0 0 0

1( 2 ) ( ) 2
3

x y z
x dx y dy z xy dz x y z xyz C= + + − = + + −∫ ∫ ∫ + 。 

11. 证明向量场 )0(2222 >
+
+

+
+
−

= x
yx
yx

yx
yx jia 是有势场并求势函数。 

证 当 时， 0>x

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

∂
∂

=
+
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

∂
∂

22222

22

22

2
yx
yx

xyx
xyxy

yx
yx

y )(
， 

所以向量场 是有势场，其势函数为 a

 ( , )

2 2(1,0)

( ) ( )( , ) ( , )
x y x y dx x y dyV x y U x y C

x y
− + +

= − = − +
+∫  

 2 2
2 21 0

1arctan ln( )
2

x ydx x y ydy C x y C
x x y x

+
= − − + = − − + +

+∫ ∫ 。 

12. 证明向量场 kjia xyzyxzxzyxyzzyx )2()2()2( ++++++++= 是有势场，
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并求出它的势函数。 
证 设 ，则 kjia zyx aaa ++=

x
azxyy

z
a

z
a

zyxx
y
a zxyz

∂
∂

=++=
∂
∂

∂

∂
=++=

∂
∂ )(2,)(2 22 ， 

y
a

yxzz
x
a xy

∂
∂

=++=
∂

∂
)(22 ， 

所以向量场 是有势场。设原函数为a ( , , )U U x y z= ，则 
(2 ) ( 2 ) ( 2 )dU x y z yzdx x y z zxdy x y z xydz= + + + + + + + +  

])([)]([ 2222 zxdyxdzzdxyydzzdyxyzdx +++++=  
])([ 22 xydzxdyydxz +++  

)]([)()()( 222 zyxxyzdxyzdzxydyzxd ++=++= ， 
所以势函数为 
        。 ( , , ) ( , , ) ( )V x y z U x y z xyz x y z C= − = − + + +

13. 验证： 
（1） 为平面u y x y= −3 23 2R 上的调和函数；  
（2） 22 )()(ln byaxu −+−= 为 上的调和函数； )},{(\2 baR

（3）
222

1
zyx

u
++

= 为 上的调和函数。 )}0,0,0{(\3R

解（1）因为 

y
y
uy

x
uxy

y
uxy

x
u 6,6,33,6 2

2

2

2
22 =

∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂

， 

所以   

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u

， 

即 为平面u y x y= −3 23 2R 上的调和函数。 
（2）因为  

2222 )()(
,

)()( byax
by

y
u

byax
ax

x
u

−+−
−

=
∂
∂

−+−
−

=
∂
∂

， 

      222

22

2

2

222

22

2

2

])()[(
)()(,

])()[(
)()(

byax
byax

y
u

byax
axby

x
u

−+−
−−−

=
∂
∂

−+−
−−−

=
∂
∂

， 

所以  

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u

， 

即 22 )()(ln byaxu −+−= 为 上的调和函数。 )},{(\2 baR

（3）记 222 zyxr ++= ，则 

       32

1
r
x

r
x

rx
u

−=−=
∂
∂

， 5

2

3432

2

3131
r
x

rr
x

r
x

rx
u

+−=+−=
∂
∂

， 
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 2 3

1u y
y r r r
∂

= − = −
∂

y
，

2 2

2 3 4 3

1 13 3u y y
y r r r r r
∂

= − + = − +
∂ 5

y
， 

2 3

1u z
z r r r
∂

= − = −
∂

z
，

2 2

2 3 4 3

1 13 3u z z
z r r r r r
∂

= − + = − +
∂ 5

z  

所以 

033
5

222

32

2

2

2

2

2

=
++

+−=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

r
zyx

rz
u

y
u

x
u

， 

即
222

1
zyx

u
++

= 为 上的调和函数。 )}0,0,0{(\3R

14. 设u x y( , )在 2R 上具有二阶连续偏导数，证明 是调和函数的充要条

件为：对于

u
2R 中任意光滑封闭曲线C，成立 0=

∂
∂
∫
C

ds
n
u

，
n
u
∂
∂
为沿C的

外法线方向的方向导数。 
证 必要性。设C是 2R 中任意光滑封闭曲线，由 

),cos(),cos( y
y
ux

x
uu

nn
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂
n

),cos(),cos( x
y
uy

x
u

ττ
∂
∂

−
∂
∂

= ， 

其中 、 分别是曲线n τ C上点 处的单位外法向和单位切向，得到 ),( yx

          ∫∫ ∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

CC
dx

y
udy

x
udsu

n
。 

由 green公式，得到 

 ∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

DC

dxdy
y
u

x
uds

n
u

2

2

2

2
0= 。 

充分性。如果存在点 ，使得 ),( 000 yxM 0
),(),(

2
00

2

2
00

2

≠
∂

∂
+

∂

∂

y
yxu

x
yxu

， 

不妨设其大于零。由于u x y( , )具有二阶连续偏导数，所以存在 0>δ ，

使得在 ),( 0 δMOD = 上，成立  

               2

2

2

2

y
u

x
u

∂
∂

+
∂
∂ 0> ， 

于是   

∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

DC

dxdy
y
u

x
uds

n
u

2

2

2

2
0> ， 

与条件矛盾，所以 是调和函数。 u

15. 设u u x y= ( , )与 v v x y= ( , )都为平面上的调和函数。令 22 vuF += 。证

明当 p ≥ 2时，在 的点成立 F ≠ 0
∆( )F p ≥ 0。 

证 由 

)(21
xx

pxxp
p

vvuupF
F

vvuu
pF

x
F

+=
+

=
∂
∂ −−  
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和 
1 2 ( )

p
y yp p

y y

uu vvF pF pF uu
y F

− −+∂
= =

∂
vv+ ， 

得到  

)()()2()( 22224
2

2

xxxxxx
p

xx
p

p
vvuuvupFvvuuFpp

x
F

+++++−=
∂

∂ −−  

和    

)()()2()( 22224
2

2

yyyyyy
p

yy
p

p
vvuuvupFvvuuFpp

y
F

+++++−=
∂

∂ −− ， 

所以  
=∆ )( pF  

     
。 )(])()[()2( 22222224

yyxx
p

yyxx
p vuvupFvvuuvvuuFpp +++++++− −− 0≥

16. 设 ， ： 为具有连续导数的

向量值函数，且满足 
}1|),,{( 222 ≤++= zyxzyxB ),,( zyxF 33 RR →

)0,0,0(≡
∂B

F ， 0≡⋅∇
B

F 。 
证明：对于任何 3R 上具有连续偏导数的函数 成立 ),,( zyxg

0=⋅∇∫∫∫ dxdydzg
B

F 。 

证 由 FFF ⋅∇+⋅∇=⋅∇ ggg )( 及 Gauss公式，得到 
=⋅∇∫∫∫ dxdydzg

B

F −⋅∇∫∫∫ dxdydzg
B

F)( dxdydzg∫∫∫ ⋅∇
B

F  

Sdg ⋅= ∫∫
∂B

F dxdydzg∫∫∫ ⋅∇−
B

F 0= ， 

最后一个等式利用了条件 )0,0,0(≡
∂B

F ， 0≡⋅∇
B

F 。 
17. 设 = ， 在D }1|),{( 222 <+∈ yxyx R ),( yxu D上具有连续二阶偏导数。进
一步，设u在D上不恒等于零，但在D的边界 D∂ 上恒为零，且在
上成立 

D

u
y
u

x
u λ=

∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

 （λ为常数）。 

证明 
0grad 22 =+ ∫∫∫∫

DD
dxdyudxdyu λ 。 

证 由 green公式， 

D

u uu dx u dy
y x∂

∂ ∂
− +

∂ ∂∫ dxdy
y
u

x
uu

y
u

x
u

D
∫∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= )()()( 2

2

2

2
22 。 

由于在 上 恒为零，所以D∂ ),( yxu
D

u uu dx u dy
y x∂

∂ ∂
− +

∂ ∂∫ 0= ，另一方面，在D
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上成立 u
y
u

x
u λ=

∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

，所以 

0)()( 222 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

∂
∂

+
∂
∂

∫∫ dxdyu
y
u

x
u

D

λ ， 

即    
0grad 22 =+ ∫∫∫∫

DD
dxdyudxdyu λ 。 

18. 设区域 由分片光滑封闭曲面Ω Σ所围成， 在),,( zyxu Ω上具有二阶

连续偏导数，且在Ω上调和，即满足 02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
u

y
u

x
u

。 

（1）证明 

0=
∂
∂

∫∫
Σ

dS
n
u

， 

其中 为 的单位外法向量； n Σ
（2）设 为一定点，证明 Ω∈),,( 000 zyx

∫∫
Σ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+= dS
n
u

rr
uzyxu 1),cos(

4
1),,( 2000

nr
π

， 

其中 ),,( 000 zzyyxx −−−=r ， || r=r 。 

证（1）设n )cos,cos,(cos γβα= ，由方向导数的计算公式及 Gauss公式，

得到 

∫∫∫∫
ΣΣ ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ dS

z
u

y
u

x
udS

n
u )coscoscos( γβα

 

                
0)( 2

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ∫∫∫
Ω

dxdydz
z
u

y
u

x
u

。 

（2）由于
r
nr ⋅

=)cos( nr, ， n⋅=
∂
∂ )grad( u
n
u

，于是  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+∫∫
Σ

dS
n
u

rr
u 1),cos(

4
1

2
nr

π ∫∫
Σ

++ RdxdyQdzdxPdydz
π4
1

，
 

其中 3

2
0 )(
r

uruxx
P x+−
= ， 3

2
0 )(

r

uruyy
Q y+−
= ， 3

2
0 )(
r

uruzz
R z+−
= 。 

经计算得到 

r
u

u
r
xx

r
u

x
P xx+

−
−=

∂
∂

5

2
0

3
)(

3 ， 

r
u

u
r
yy

r
u

y
Q yy+

−
−=

∂
∂

5

2
0

3
)(

3 ， 
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r
uu

r
zz

r
u

z
R zz+

−
−=

∂
∂

5

2
0

3
)(

3 ， 

所以    

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P

。 

现在取一个以 为中心，),,( 000 zyx 0>δ 为半径的球面 ，使得 0S

Ω⊂0S ，并设n为 的单位外法向量，然后在0S Σ与 所围的区域 上

应用 Gauss公式，得到 
0S Ω′

0

2
( )

1 cos( , ) 1 1 ( )
4 4S

u P Q Ru dS dx
r r n x y zπ π ′Σ+ − Ω

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫∫∫
r n 0dydz = ， 

从而   

2

1 cos( , ) 1
4

uu dS
r r nπ Σ

∂⎛ ⎞+⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫∫
r n

0

2

1 cos( , ) 1
4 S

uu d
r r nπ

∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫∫
r n S。 

注意 δ=r 为常数， cos( ) 1=r n, 与 0
0

=
∂
∂

∫∫ dS
n
u

S
，则 

     2

1 cos( , ) 1
4

uu dS
r r nπ Σ

∂⎛ ⎞+⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫∫
r n

∫∫=
0

),,(
4

1
2

S

dSzyxu
πδ

， 

利用积分中值定理并令 0→δ ，即得 

∫∫
Σ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+= dS
n
u

rr
uzyxu 1),cos(

4
1),,( 2000

nr
π

。 
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