
习  题  13.3  重积分的变量代换 
 
1.  利用极坐标计算下列二重积分： 
（1） ，其中 是由圆周 所围区域； ∫∫ +−

D

dxdye yx )( 22

D x y R R2 2 2 0+ = >( )

（2） ∫∫
D

dxdyx ，其中D是由圆周 所围区域； xyx =+ 22

   （3） ，其中 是由圆周 所围区域； ∫∫ +
D

dxdyyx )( D x y x2 2+ = + y

（4）∫∫ ++
−−

D

dxdy
yx
yx

22

22

1
1

，其中 是由圆周 及坐标轴所围成

的在第一象限上的区域。 

D x y2 2 1+ =

 解（1） 。 ∫∫ +−

D

dxdye yx )( 22

)1(
22

0

2

0
RR r erdred −− −== ∫∫ πθ

π

（2） ∫∫
D

dxdyx
15
8cos

5
4cos 2

0
3cos

0
2

2

=== ∫∫∫−
π

θ
π

π θθθθ drdrrd 。 

（3） ∫∫ +
D

dxdyyx )( ∫∫
+

−
+=

θθπ
π θθθ

cossin

0
24

3

4

)cos(sin drrd  

     
3
1

=
2

sin
3
4)

4
(sin

3
4)cos(sin

0
44

3

4

44
3

4

4 πθπθθθθ
ππ

π
π
π ==+=+ ∫∫∫ −−

tdtdd 。 

注：本题也可通过作变换 

)
2

10,20(sin
2
1,cos

2
1

≤≤≤≤+=+= rryrx πθθθ  

来求解。 

（4） ∫∫ ++
−−

D

dxdy
yx
yx

22

22

1
1

∫∫∫ +
−

=
+
−

=
1

0

1

0 2

2
2

0 1
1

41
1 dt

t
trdr

r
rd πθ

π

 

     =
−

−
= ∫

1

0 21

1
4

dt
t

tπ
48

2 ππ
− 。 

2. 求下列图形的面积： 
（1）  （( ) (a x b y c a x b y c1 1 1

2
2 2 2

2 1+ + + + + =) δ = − ≠a b a b1 2 2 1 0）所围的
区域； 
（2）由抛物线 ，直线 y mx y nx m n2 2 0= = < <, ( )

y x y x= = < <α β α β, (0 )
)0

所围的区域； 
  （3）三叶玫瑰线 ( ) 所围的图形； ( ) (x y a x xy a2 2 2 3 23+ = − >

（4）曲线 x
h

y
k

x
a

y
b

h k a b+
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = + > >

4 2

2

2

2 0( , ; , )0 所围图形在 x y> >0 0, 的

部分。 
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解（1）作变换 222111 , cybxavcybxau ++=++= ，则 1221),(
),( baba

yx
vu

−=
∂
∂

， 

于是面积 

12211221

1
),(
),(

baba
dudv

baba
dudv

vu
yxS

DD −
=

−
=

∂
∂

= ∫∫∫∫
′′

π
。 

（2）作变换
x
yv

x
yu == ,

2
，则

v
uy

v
ux == ,2 ， 4),(

),(
v
u

vu
yx

=
∂
∂

，于是面积 

==
∂
∂

= ∫∫∫∫
′

β

α 4),(
),(

v
dvudududv

vu
yxS

n

m
D

)11)((
6
1

33
22

βα
−− mn 。 

（3）令 θθ sin,cos ryrx == ，则曲线方程可化为极坐标形式 θ3cosar = ， 
 于是面积 

=== ∫∫∫−
6

0
223cos

0
6

6

3cos33
π

θ
π

π θθθ dardrdS
a 2

4
aπ
。 

（4）作变换 ，则
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

θ

θ
2

2

sin

cos

kry

hrx
θ

θ
2sin

),(
),( hkr

r
yx

=
∂
∂

，而曲线方程化为 

                  θθ 4
2

2
4

2

2
2 sincos

b
k

a
hr += ， 

 于是面积 

∫∫
+

=
θθπ

θθ
4

2

2
4

2

2

sincos

0
2

0
2sin b

k
a
h

rdrdhkS  

             ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= ∫ ∫2

0
2

0
5

2

2
5

2

2
cossincossin

π π

θθθθθθ d
b
kd

a
hhk  

             = 22

2222

6
)(

ba
hbkahk +
。 

3. 求极限 

lim ( , )
ρ

ρπ ρ→
+ ≤
∫∫0 2

1
2 2 2

f x y dxdy
x y

， 

其中 在原点附近连续。 f x y( , )
解 由积分中值定理， 

2),(),(
222

πρηξ
ρ

fdxdyyxf
yx

=∫∫
≤+

， 

其中 。 222 ρηξ ≤+

因为 连续，且当f 0→ρ 时， )0,0(),( →ηξ ，所以  

lim ( , )
ρ

ρπ ρ→
+ ≤
∫∫0 2

1
2 2 2

f x y dxdy
x y

)0,0(f= 。 

4. 选取适当的坐标变换计算下列二重积分： 
   （1） ( )∫∫ +

D

dxdyyx ，其中D是由坐标轴及抛物线 x y+ = 1所围

 2



的区域； 

   （2） ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

D

dxdy
b
y

a
x

2

2

2

2

，其中 是由 i）椭圆D
x
a

y
b

2

2

2

2 1+ = 所围区域；

ii）圆 所围的区域； 222 Ryx =+

   （ 3） ，其中 是由直线∫∫
D

ydxdy D 0,2 =−= yx ， 以及曲线2=y

22 yyx −−= 所围的区域； 

   （4）∫∫ +
−

D

dxdye yx
yx

，其中 是由直线D x y x+ = =2 0, 及 y = 0所围的区域； 

 （5） ∫∫ −+
+

D

dxdy
yx

yx
2

2

)(1
)(

，其中闭区域 }1|||||),{( ≤+= yxyxD ； 

（6） ∫∫
−−

+

D

dxdy
yxa

yx
222

22

4
，其中闭区域 是由曲线D axay −−= 22

（ ）和直线0>a xy −= 所围成。 

 解（1）作变换
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

yv
xu
，则 ，

⎩
⎨
⎧

=
=

2

2

vy
ux uv

vu
yx 4
),(
),(
=

∂
∂

，于是  

( )∫∫ +
D

dxdyyx ∫∫∫∫
−

′

=+=
v

D

duuvdvuvdudvvu
1

0
21

0
84)(  

                    
15
2])1()1[(8

1

0
43 =−−−= ∫ dvvv 。 

 注：本题也可通过作变换 来求解。 θθ 44 sin,cos ryrx ==

（2）i）作广义极坐标变换 ，则 
⎩
⎨
⎧

=
=

θ
θ

sin
cos

bry
arx

abr
r

yx
=

∂
∂

),(
),(

θ
，于是  

∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

D

dxdy
b
y

a
x

2

2

2

2

== ∫∫
1

0
32

0
drrdab

π
θ ab

2
π
； 

     ii）利用极坐标变换，得到 

      ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

D

dxdy
b
y

a
x

2

2

2

2

22

422

0
32

0 2

2

2

2

4
)(sincos

ba
Rbadrrd

ba
R +

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∫∫

πθθθπ
。 

（3） ∫∫
D

ydxdy
22 0 2

0 2
x y y x
y

ydxdy ydxdy
− ≤ ≤ − ≥−
≤ ≤

= −∫∫ ∫∫  

     ∫∫∫∫∫ −=−=
−

π
π

θπ
π θθθθ

2

4sin2

0
2

2

2

0

0

2
sin

3
84sin ddrrdydydx  

     
2

4sin
3
84 2

0
4 πθθ

π

−=−= ∫ d 。 

（4）作变换
yx
yxvyxu

+
−

=+= , ，则 )1(
2
1),1(

2
1 vuyvux −=+= ，直接计算得  

2),(
),( u

vu
yx

−=
∂
∂

。 
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由 ，可得2,0,0 ≤+≥≥ yxyx 11,20 ≤≤−≤≤ vu ，于是  

∫∫ +
−

D

dxdye yx
yx

e
edveudu v 1

2
1 1

1

2

0
−== ∫∫ −
。 

（5）作变换 yxvyxu −=+= , ，则 
2
1

),(
),(,2

),(
),(

−=
∂
∂

−=
∂
∂

vu
yx

yx
vu

，于是 

∫∫ −+
+

D

dxdy
yx

yx
2

2

)(1
)(

612
1 1

1 2

1

1
2 π

=
+

= ∫∫ −− v
dvduu 。 

（6）利用极坐标，得到  

∫∫
−−

+

D

dxdy
yxa

yx
222

22

4 ∫∫
−

− −
=

θ
π θ

sin2

0 22

20

4 4

a
dr

ra

rd ， 

由  

∫∫ ∫ −+−−=−−=
−

drrararrarddr
ra

r 222222
22

2
444

4
 

以及 

∫ ∫ ∫ −−=
−

−−
=

−
drra

r
radr

ra

raadr
ra

r 222
22

222

22

2
4

2
arcsin4

4

)4(4

4
， 

可得  

Crar
a
radr

ra

r
+−−=

−
∫ 222

22

2
4

22
arcsin2

4
， 

所以 

∫∫
−−

+

D

dxdy
yxa

yx
222

22

4
2

20

4

2

16
8)cos(sin2 ada −

=−= ∫−
πθθθθπ 。 

5. 选取适当的坐标变换计算下列三重积分： 
   （1） ，其中 Ω为球{( ； ( )x y z dxdydz2 2 2+ +∫∫∫

Ω

, , )| }x y z x y z2 2 2 1+ + ≤

   （2） 1
2

2

2

2

2

2− − −∫∫∫
x
a

y
b

z
c

dxdydz
Ω

，其中 Ω为椭球 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤++ 1),,( 2

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
xzyx ； 

   （3） z x y dxdydz2 2+∫∫∫
Ω

，其中 Ω为柱面 y x x= −2 2 及平面

和z z a a= = >0 0) 所围的区域； , ( y = 0

   （4）
( )z x y z

x y z
dxdydz

ln 1
1

2 2 2

2 2 2

+ + +
+ + +∫∫∫

Ω

，其中 Ω为半球 

}0,1|),,{( 222 ≥≤++ zzyxzyx ； 
   （5） ，其中 Ω 为抛物面 与球面( )x y z dxdydz+ +∫∫∫ 2

Ω

x y a2 2 2+ = z
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x y z a2 2 2 23+ + = ( )a > 0 所围的区域。 

（6） ，其中 Ω 为平面曲线 绕 轴旋转一

周形成的曲面与平面

( )∫∫∫
Ω

+ dxdydzyx 22

⎩
⎨
⎧

=
=
0

,22

x
zy

z

8=z 所围的区域； 
（7） ∫∫∫

Ω ++
dxdydz

zyx 222

1
，其中闭区域 

Ω= ， ； ),,{( zyx | 1)1( 222 ≤−++ zyx }0,0 ≥≥ yz
（8）∫∫∫ ，其中闭区域 Ω =  

Ω

−++−−+ dxdydzxzyzyxzyx ))()(( ),,{( zyx |

}10,10,10 ≤−+≤≤+−≤≤−+≤ xzyzyxzyx 。 
解（1）应用球坐标，则 

( )x y z dxdydz2 2 2+ +∫∫∫
Ω 5

4sin
1

0
4

0

2

0

πϕϕθ
ππ

== ∫∫∫ drrdd 。 

（2）应用广义球坐标，则 

1
2

2

2

2

2

2− − −∫∫∫
x
a

y
b

z
c

dxdydz
Ω

∫∫∫ −=
1

0
22

0

2

0
1sin drrrddabc

ππ
ϕϕθ  

    ∫ −=
1

0
2214 drrrabcπ ， 

 令 ，则 tr sin=

          1
2

2

2

2

2

2− − −∫∫∫
x
a

y
b

z
c

dxdydz
Ω

∫= 2
0

22 sincos4
π

π tdttabc  

          =−== ∫∫ 2
0

2
0

2 )4cos1(
2
12sin

ππ

ππ dttabctdtabc abc2

4
1π 。 

（3）应用柱坐标，则 

z x y dxdydz2 2+∫∫∫
Ω

∫∫∫∫ == 2
0

32
0

cos2

0
22

0
cos

3
4 πθπ

θθθ dazdzdrrd
a  

    = 2

9
8 a 。 

（4）应用柱坐标，则 
( )z x y z

x y z
dxdydz

ln 1
1

2 2 2

2 2 2

+ + +
+ + +∫∫∫

Ω

 

∫∫∫∫ +−=
++
++

=
− 1

0
2221

0 22

221

0

2

0
)]1(ln2[ln

21
)1ln(2

drrrdz
zr

zrzrdrd
r πθ

π  

=−= ∫
2

1
22 ln

4
2ln

4
tdtππ π)2ln

4
1

2
12(ln 2−− 。 

（5）由于 Ω关于 平面和yz zx平面都对称，则 
        ， 0=== ∫∫∫∫∫∫∫∫∫

ΩΩΩ

zxdxdydzyzdxdydzxydxdydz

于是 
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( )x y z dxdydz+ +∫∫∫ 2

Ω
∫∫∫
Ω

++= dxdydzzyx )( 222 ， 

应用柱坐标，就有 

( )x y z dxdydz+ +∫∫∫ 2

Ω
∫∫∫

−
+=

22

2

3

2

222

0

2

0
)(

ra

a
r

a
dzzrrdrd

π
θ  

  ∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−+−−=

a
rdr

a
rra

a
rrar

2

0 3

6
2
3

22
4

222

24
)3(

3
1

2
32π  

  ∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−−−−=

a
rdr

a
r

a
rraraa

2

0 3

64
2
3

22222

242
)3(

3
2332π  

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−−−= 3

86
55

96
16

6
8)139(

15
4)133(2

a
a

a
aaaπ  

  = 5

30
973108 aπ−

。 

（6）可得 Ω由曲面 与平面zyx 222 =+ 8=z 所围，应用柱坐标，则 

      ( )∫∫∫
Ω

+ dxdydzyx 22 = ∫∫∫∫ −=
4

0

2
38

2

4

0
32

0
)

2
8(22 drrrdzdrrd r πθ

π
= π

3
1024

。 

（7）应用球坐标，则 

∫∫∫
Ω ++

dxdydz
zyx 222

1
∫∫∫=

ϕππ
ϕϕθ

cos2

000
sin rdrdd  

   == ∫
π

ϕϕϕπ
0

2cossin2 d π
3
4
。 

（8）作变换 xzywzyxvzyxu −+=+−=−+= ,, ，则 4
),,(
),,(

−=
∂
∂

zyx
wvu

， 

 于是
4
1

),,(
),,(

−=
∂
∂

wvu
zyx

，所以 

∫∫∫
Ω

−++−−+ dxdydzxzyzyxzyx ))()((  

32
1

4
1

),,(
),,( 1

0

1

0

1

0
==

∂
∂

= ∫∫∫∫∫∫
Ω′

wdwvdvudududvdw
wvu
zyxuvw 。 

6．求球面 和圆柱面 所围立体的体

积。 
x y z R2 2 2+ + = 2 )x y Rx R2 2 0+ = >(

解  ∫∫∫∫ −=−−=
≤+

θπ

θ
cos

0
222

0
222 42

22

R

Rxyx

rdrrRddxdyyxRV  

     =−= ∫ 2
0

33 )sin1(
3
4 π

θθ dR 3

9
86 R−π
。 

7．求抛物面 与锥面z x= − −6 2 y 2 z x y= +2 2 所围立体的体积。 
解 联立两个曲面方程，解得交线所在的平面为 2=z ，所围空间区域 

 6



在 xy平面的投影区域为 
4: 22 ≤+ yxD ， 

于是  
=−−=+−−−= ∫∫∫∫

2

0
22

0
2222 )6()6( rdrrrddxdyyxyxV

D

π
θ π

3
32
。 

8．求下列曲面所围空间区域的体积： 

（1） x
a

y
b

z
c

ax a b c
2

2

2

2

2

2

2

0+ +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = >( , , )； 

（2） )0,,(1
22

>=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + cba

c
z

b
y

a
x

与三张平面 0,0,0 === zyx 所

围的在第一卦限的立体。 

解（1）作变量代换 ，则
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕ
θϕ
θϕ

cos
sinsin
cossin

crz
bry
arx

ϕ
θϕ

sin
),,(
),,( 2abcr

r
zyx

=
∂
∂

。 

由于 ，所以 0≥x 3
1

2 )cossin(0,0,
22

θϕπϕπθπ ar ≤≤≤≤≤≤− 。于是 

∫∫∫−=
3
1

2 )cossin(

0
2

0
2

2

sin
θϕππ

π ϕϕθ
a

drrddabcV  

      ∫∫−=
ππ

π ϕϕθθ
0

22

2

3 sincos
3
1 ddbca = bca3

3
π

。 

（2）作变量代换 ，则

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=

=

ϕ
θϕ

θϕ

cos
sinsin

cossin
2

2

crz
bry

arx

θϕ
θϕ

2sinsin
),,(
),,( 2abcr

r
zyx

=
∂
∂

，于是 

3
sin2sin

1

0
22

0
2

0

abcdrrddabcV == ∫∫∫
ππ

ϕϕθθ 。 

9．设一物体在空间的表示为由曲面 与平面 所围成

的一立体。其密度为 ，求此物体的质量。 
)(254 222 yxz += 5=z

22),,( yxzyx +=ρ
解 设物体的质量为M，则 

∫∫∫∫∫∫∫ −===
Ω

2

0
35

2
5

2

0
32

0
)

2
55(2),,( drrrdzdrrddxdydzzyxM

r
πθρ

π
π8= 。 

10. 在一个形状为旋转抛物面 的容器内，已经盛有z x y= +2 2 8π立方厘
米的水，现又倒入120π立方厘米的水，问水面比原来升高多少厘
米。 

解 设容器盛有8π立方厘米水时水面的高为 ，则 h

πθ
π

8)(
0

22

0
=−∫∫

h
drrhrd ，  
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即 4
4
1

2
1 22 =− hh ，从而解得 

  （cm）。 4=h
又设容器盛有 π128 立方厘米水时水面的高为H，则  

πθ
π

128)(
0

22

0
=−∫∫

H
drrHrd ， 

即 64
4
1

2
1 22 =− HH ，从而解得 

  16=H （cm）， 
所以水面比原来升高12（cm）。  

11．求质量为M的均匀薄片  对 轴上 点处的

单位质量的质点的引力。 
⎩
⎨
⎧

=
≤+

0

222

z
ayx

z ( , , ) ( )0 0 0c c >

解 设薄片对单位质点的引力为 ( , , )x y zF F F=F ，由对称性， 。 0== yx FF

    在均匀薄片上点 的附近取一小块，其面积设为)0,,( yx dxdyd =σ ，根 
据万有引力定律，这小块微元对质点的引力为 

 

3 3
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

, ,
( ) ( ) ( )

G x G y G cd dxdy dxdy dxdy
x y c x y c x y c

ρ ρ ρ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠

F 3
2

， 

于是  

=zdF dxdy

cyx

cG

2
3

222 )( ++

−
ρ

， 

       ∫∫∫∫
+

−=

++

−=
a

D
z

cr

rdrdcGdxdy

cyx

cGF
0

2
3

22

2

0
2
3

222 )()(

π
θρρ  

         −=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−−=

22

112
cac

cGρπ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

222 12

ca

c
a
MG

， 

其中 G是万有引力常数，M是均匀薄片的质量， ρ是均匀薄片的密 
度。 

12．已知球体 ，在其上任一点的密度在数量上等于该

点到原点距离的平方，求球体的质量与重心。 
x y z R2 2 2 2+ + ≤ z

解 设球体的质量为M，则 

==++= ∫∫∫∫∫∫
Ω

ϕππ
ϕϕθ

cos2

0
42

0

2

0
222 sin)(

R
drrdddxdydzzyxM 5

15
32 Rπ 。 

设重心的坐标为 ( , , )x y z ，由对称性， 0== yx 。由 

   =++∫∫∫
Ω

dxdydzzyxz )( 222 6cos2

0
52

0

2

0 3
8cossin Rdrrdd

R
πϕϕϕθ

ϕ
π

π
=∫∫∫ ， 

 8



得到 

=

++

=
∫∫∫
Ω

M

dxdydzzyxz
z

)( 222

R
4
5
， 

所以重心坐标为 )
4
5,0,0( R 。 

13．证明不等式 

4sinsin16
)417(2

1
22

22

ππ ≤
++

≤− ∫∫
≤+ yx yx

dxdy
。 

证 首先有 

44
1

sinsin16 11
22 2222

π
=≤

++
∫∫∫∫

≤+≤+ yxyx

dxdy
yx

dxdy
。 

另一方面，由 ，得到 22sin uu ≤

2 2 2 2
2 2 2

1 116 sin sin 16x y x y

dxdy dxdy
2x y x+ ≤ + ≤

≥
+ + + +

∫∫ ∫∫ y  
2 1

20 0 16
rdrd

r

π
θ=

+
∫ ∫ )417(2 −= π 。 

所以  

4sinsin16
)417(2

1
22

22

ππ ≤
++

≤− ∫∫
≤+ yx yx

dxdy
。 

14．设一元函数 在 上连续，证明 )(uf ]1,1[−

∫∫∫ −
≤+

=+
1

1
1||||

)()( duufdxdyyxf
yx

。 

证  作变换 yxvyxu −=+= , ，则 11,11 ≤≤−≤≤− vu ，变换的 Jacobi行
列式为 

       
2
1

),(
),(,2

),(
),(

−=
∂
∂

−=
∂
∂

vu
yx

yx
vu

。 

于是 

 
| | | | 1

( , )( ) ( )
( , )x y D

x yf x y dxdy f u dudv
u v′+ ≤

∂
+ =

∂∫∫ ∫∫
 

       

1 1

1 1

1 ( )
2

f u du dv
− −

= ∫ ∫ ∫−=
1

1
)( duuf 。 

15．设一元函数 在 上连续。证明 )(uf ]1,1[−

∫∫∫∫ −
Ω

−=
1

1

2 )1)(()( duuufdxdydzzf π ， 

 其中 为单位球 。 Ω 1222 ≤++ zyx

证          
1

1
( ) ( )

z

f z dxdydz f z dz dxdy
−

Ω Ω

=∫∫∫ ∫ ∫∫ ， 

其中 zΩ = 2 2 1 2x y+ ≤ − z ，于是 
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1

1
( ) ( )

z

f z dxdydz f z dz dxdy
−

Ω Ω

=∫∫∫ ∫ ∫∫
   

1 2

1
( )(1 )f z z dz ∫− −=

1

1
2 )1)(( duuufππ

−
= −∫ 。 

16．计算下列 重积分：  n

   （1） x x x dx dx dxn n1 2 1 2+ + +∫
Ω

，其中 

Ω },,2,1,0,1|),,,{( 2121 nixxxxxxx inn =≥≤+++= ； 
（2） ，其中 ( )x x x dx dx dxn n1

2
2

2 2
1 2+ + +∫

Ω

Ω为 维球体 。 n }1|),,,{( 22
2

2
121 ≤+++ nn xxxxxx

解（1）作变量代换 , 则

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

+++=
++++=

nn

n

n

xy

xxxy
xxxxy

322

3211

1
),,(
),,(

2,1

2,1 =
∂

∂

n

n

xxx
yyy

，从而 

1
),,,(
),,,(

21

21 =
∂
∂

n

n

yyy
xxx

，于是 

∫Ω +++ nn dxdxdxxxx 2121 ∫Ω′= ndydydyy 211  

∫ ∫ ∫ ∫ −=
1
0 0 0 03211

1 2 1y y y
n

n dydydydyy  

∫ ∫ ∫ ∫
− −

−
=

1

0 0 0 03211
1 2 1

)!(
1 y y y

i
in

i
i dyydydydyy

in
 

=
−

= ∫ −+1

0 1
1

2
1

1)!1(
1 dyy

n
n

)12()!1(
2

+− nn
。 

（2）作球面坐标变换 , 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
=

=
=
=

−−

−−−

1221

12211

3213

212

11

sinsinsinsin
cossinsinsin

cossinsin
cossin

cos

nnn

nnn

rx
rx

rx
rx
rx

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

ϕϕϕ
ϕϕ

ϕ

它把 Ω变为 

{ }1 2 1 1' ( , , , , ) | 0 1,0 ( 1,2, , 2),0 2n n i nr r i nϕ ϕ ϕ ϕ π ϕ π− − −Ω = ≤ ≤ ≤ ≤ = − ≤ ≤ 。 

它的 Jacobi行列式为   

 10



    1 2 31 2
1 2

1 1

( , , , ) sin sin sin
( , , , )

n n nn
n

n

x x xJ r
r 2ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

− − −
−

−

∂
= =
∂

， 

于是 

( )x x x dx dx dxn n1
2

2
2 2

1 2+ + +∫
Ω

 

    。 ∫∫∫∫∫ −−−−−
−+=

ππππ
ϕϕϕϕϕϕϕ

2

0 10 220 33
2

0 11
21

0
1 sinsinsin nnnnn

nn dddddrr

由于当 为正整数时，k ∫∫ −− = 2
0

1
0

1 sin2sin
π

π
ϕϕϕϕ dd kk ，利用Wallis公式， 

       2
0

(2 1)!! , 2
(2 )!! 2

sin
(2 )!! , 2

(2 1)!!

n

m n m
m

d
m n m

m

π

π

ϕ ϕ

−⎧ =⎪⎪= ⎨
⎪ 1= +
⎪ +⎩

∫ ， 

于是得到  

( )x x x dx dx dxn n1
2

2
2 2

1 2+ + +∫
Ω

=

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=
+−

=
+−

+

12
)32(!)!12(

2

2
)1()!1(

1
mn

mm

mn
mm

mm

m

π

π

。 
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